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向量与解析几何相结合专题复习

平面向量与解析几何的结合通常涉及到夹角、平行、垂直、共线、轨迹等问题的处理，目标是将几何问题坐标化、符号化、数量化，从而将推理转化为运算。或者考虑向量运算的几何意义，利用其几何意义解决有关问题。
一：将向量及其运算的几何意义转化为平面图形的位置关系或数量关系
【例1．】已知△ABC中，A、B两点的坐标分别为（－4，2）、（3，1），O为坐标原点。已知[image: image1.wmf]|
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，且直线CD的方向向量为[image: image7.wmf]i

＝（1，2）求顶点C的坐标。
【解】如图：∵[image: image8.wmf]|
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∵[image: image11.wmf]|

|

AD

＝λ·[image: image12.wmf]|

|

DB

，∴A、D、B三点共线，D在线段AB上，
且λ＝[image: image13.wmf]0
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∴CD是△ABC中∠C的角平分线。
∴A、D、B三点共线[image: image16.wmf]OC

∥[image: image17.wmf]CD

∴O、C、D三点共线,即直线CD过原点。
又∵直线CD的方向向量为[image: image18.wmf]i

＝（1，2），∴直线CD的斜率为2

∴直线CD的方程为：y＝2x

（注意：至此，以将题中的向量条件全部转化为平面解析几何条件，下面用解析几何的方法解决该题）
易得：点A（－4，2）关于直线y＝2x的对称点是A’（4,－2），
（怎样求对称点？）
∵A’（4,－2）在直线BC上   ∴直线BC的方程为：3x＋y－10＝0
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【解题回顾】本题根据向量共线的条件将题设中的[image: image20.wmf]|

|

AD
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转化为三点共线，实现了向量条件向平面位置关系的转化；而由λ＝[image: image24.wmf]|
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，实现了向量条件向平面图形的数量关系的转化，从而从整体上实现了由向量条件向平几及解条件的转化。
【例2】．已知[image: image26.wmf]1
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＝（－3，0），[image: image27.wmf]2
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＝（3，0），（O为坐标原点），动点M满足：[image: image28.wmf]|
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（1）求动点M的轨迹C；
（2）若点P、O是曲线C上任意两点，且[image: image30.wmf]OP
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＝10知：
动点M到两定点F1和F2的距离之和为10

根据椭圆的第一定义：动点M的轨迹为椭圆：[image: image35.wmf]1
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（2）∵点P、O是[image: image36.wmf]1
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（注意：这是点在椭圆上的一种常规设法，也是椭圆的参数方程的一个应用）
∵[image: image39.wmf]OP
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【例3．】在△ABC中，A(2，3)，B(4，6)，C(3，－1)，点D满足：[image: image46.wmf]CA

·[image: image47.wmf]CD

＝[image: image48.wmf]CD
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（1）求点D的轨迹方程；
（2）求|[image: image50.wmf]AD

|＋|[image: image51.wmf]BD

|的最小值。
解：（1）设D（x，y），则[image: image52.wmf]CA

＝（－1，4），[image: image53.wmf]CD

＝（x－3，y＋1）
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∴（－1）·（x－3）＋4·（y＋1）＝（x－3）·1＋（y＋1）·7

整理得：2x＋3y＝0

(2)易得点A关于直线2x＋3y＝0的对称点的坐标为M（－2，－3），
∴|[image: image59.wmf]AD

|＋|[image: image60.wmf]BD

|的最小值为：|[image: image61.wmf]AM

|＝[image: image62.wmf]13
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【注意】这里利用向量的几何意义，将问题综合为在直线2x＋3y＝0上找一点，使它到点A、B的距离之和最小，利用对称点法解决。
二：将向量的坐标表示和运算转化为点的坐标和曲线的方程。
【例4．】已知：过点A（0，1）且方向向量为[image: image63.wmf]a

＝（1，k）的直线l与⊙C：[image: image64.wmf]1

)

3

(

)

2

(

2

2

=

-

+

-

y

x

相交与M、N两点。
（1）求实数k的取值范围；
（2）求证：[image: image65.wmf]AM

·[image: image66.wmf]AN

为定值；
（3）若O为坐标原点，且[image: image67.wmf]OM

·[image: image68.wmf]ON

＝12，求k的值。
【解】∵直线l过点A（0，1）且方向向量为[image: image69.wmf]a

＝（1，k）
∴直线l的方程为：y＝kx＋1  （注意：这里已知方向向量即已知直线的斜率）
将其代入⊙C：[image: image70.wmf]1
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（注意：这里用了直线和方程组成方程组，方程有两根；本题还可以用圆与直线有两个交点，d<R来解）
（2）利用切割线定理可以证明|[image: image74.wmf]AM

|·|[image: image75.wmf]AN

|＝|[image: image76.wmf]AT

|[image: image77.wmf]2

=7,AT为切线，T为切点。
根据向量的运算：[image: image78.wmf]AM
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用坐标表示，由①利用韦达定理来证明）
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k＝1（代入①检验符合题意）
【例5．】已知：O为坐标原点，点F、T、M、P1满足[image: image96.wmf]OF
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=(－1，t)，[image: image98.wmf]FM
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（1）当t变化时，求点P1的轨迹方程；
（2）若P2是轨迹上不同与P1的另一点，且垂直非零实数λ，使得[image: image104.wmf]1
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由①、②得：[image: image122.wmf]x
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  （注意：①这里用了参数方程的思想求轨迹方程；②也可以利用向量的几何意义，利用抛物线的定义判断轨迹为抛物线，从而求解。）
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（注意：①这里利用抛物线的定义，把到焦点的距离转化为到准线的距离；②利用了韦达定理进行证明。）
经检验：当斜率k不存在时，结论也成立。
【例6．】设平面内向量[image: image140.wmf]a
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（1）当λ变化时，求点G的轨迹方程；
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【例8．】如图，点F（a，0）（a>0），点P在y轴上运动，点M在x轴上运动，点N为动点，且[image: image215.wmf]PM
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（1）求点N的轨迹C；
（2）过点F（a，0）的直线l（不与x轴垂直）与曲线C交于A、B两点，设点K（－a，0），[image: image219.wmf]KA

与[image: image220.wmf]KB
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（2）设AB的方程为：y＝k(x－a)，代入[image: image234.wmf]ax
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【例9．】设平面内向量[image: image257.wmf]a

＝（x，0）、[image: image258.wmf]b

＝（1，y），满足：
([image: image259.wmf]a

＋[image: image260.wmf]3

[image: image261.wmf]b

)⊥([image: image262.wmf]a

－[image: image263.wmf]3

[image: image264.wmf]b

)

（1）求点P（x，y）的轨迹方程；
（2）若直线l：y＝kx＋m  （km≠0）与所求曲线C交于A、B两点，
D（0，－1）且[image: image265.wmf]|
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＝[image: image266.wmf]|
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,求m的取值范围。
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)⊥([image: image270.wmf]a

－[image: image271.wmf]3

[image: image272.wmf]b

)  ∴([image: image273.wmf]a

＋[image: image274.wmf]3

[image: image275.wmf]b

)·([image: image276.wmf]a

－[image: image277.wmf]3

[image: image278.wmf]b

)＝0

∴[image: image279.wmf]2

a

－[image: image280.wmf]3

[image: image281.wmf]2

b

＝0   ∴[image: image282.wmf]0

)

1

(

3

2

2

=

+

-

y

x


即[image: image283.wmf]1

3

2

2

=

-

y

x

为所求曲线的轨迹方程。
（2）设A（[image: image284.wmf]1

1

,

y

x

）、B（[image: image285.wmf]2

2

,

y

x

），
由[image: image286.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

1

3

2

2

y

x

m

kx

y

得：[image: image287.wmf]0

)

1

(

3

6

)

3

1

(

2

2

2

=

+

-

-

-

m

kmx

x

k

   ①
则[image: image288.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

+

-

=

-

=

+

2

2

2

1

2

2

1

3

1

)

1

(

3

3

1

6

k

m

x

x

k

km

x

x

②    ∵[image: image289.wmf])

1

,

(

1

1

y

x

AD

-

-

-

=

，[image: image290.wmf])

1

,

(

2

2

y

x

BD

-

-

-

=


∵[image: image291.wmf]|

|

AD

＝[image: image292.wmf]|

|

BD

     ∴[image: image293.wmf]2

1

2

1

)

1

(

y

x

+

+

＝[image: image294.wmf]2

2

2

2

)

1

(

y

x

+

+


即：[image: image295.wmf]0
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把②代入，解得m＝[image: image297.wmf]4
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把③代入化简得：[image: image301.wmf]m
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又∵m＝[image: image302.wmf]4
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∴0>m[image: image304.wmf]4
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或m>4为所求的m的取值范围。
【例10．】已知点H（－3，0），点P在y轴上，点Q在x轴正半轴上，点M在直线PQ上，且[image: image305.wmf]HP

·[image: image306.wmf]PM

＝0，[image: image307.wmf]PM

＝－[image: image308.wmf]2

3

[image: image309.wmf]MQ


（1）当P在y轴上移动时，求点M的轨迹方程；
（2）过点T（－1，0）作直线l交轨迹C与A、B两点，若在x轴上垂直一点E[image: image310.wmf])
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，使[image: image311.wmf]|
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＝[image: image312.wmf]|
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,且[image: image313.wmf]AE

与[image: image314.wmf]AB

的夹角为600，求[image: image315.wmf]0

x

的值
【解】设M（x，y），由[image: image316.wmf]PM

＝－[image: image317.wmf]2
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）
由[image: image321.wmf]HP

·[image: image322.wmf]PM

＝0得：[image: image323.wmf]x
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∵点Q在x轴正半轴上，∴x>0

即所求的轨迹方程为：[image: image324.wmf]x
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（x>0）（抛物线去掉顶点）
（2）设直线l：y＝k(x＋1)（k≠0），代入[image: image325.wmf]x
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 ①  ∴线段AB的中点坐标为（[image: image330.wmf]k
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线段AB的垂直平分线方程为：[image: image331.wmf]k
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  ③  (与x轴的交点)

∵[image: image334.wmf]|
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＝[image: image335.wmf]|

|

AB

,且[image: image336.wmf]AE

与[image: image337.wmf]AB

的夹角为600，∴△ABE为等边三角形
∴点E到直线AB的距离为[image: image338.wmf]2
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解得：[image: image341.wmf]4
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  代入③  从而[image: image342.wmf]3
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【例11．】在坐标平面内，设O是坐标原点，[image: image343.wmf]1
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＝[image: image344.wmf])
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，[image: image345.wmf]2
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＝[image: image346.wmf])

0

,

3

(

，点A满足[image: image347.wmf]1
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＋[image: image348.wmf]2

AF

＝（－4，－2），点集S＝{P|P为平面内的点且满足条件：|PF1|－|PF2|=2}

（1）求点A的坐标；
（2）若P1、P2∈S，且[image: image349.wmf]1

AP

∥[image: image350.wmf]2

1

P
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，又点Q满足[image: image351.wmf]Q
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＝－[image: image352.wmf]2
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·[image: image353.wmf]1

2

P

P

,求点Q的轨迹方程。
【解】设A[image: image354.wmf])
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，则[image: image355.wmf]1
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∴[image: image359.wmf]1
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∴[image: image362.wmf]1
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，即A（2，1）
（2）由|PF1|－|PF2|=2得点P的轨迹是以F1、F2为焦点的双曲线的一支
（即集合S所表示的图形）其方程为：[image: image363.wmf]1
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∵P1、P2∈S，∴P1、P2都在双曲线上。
∵[image: image364.wmf]1
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∥[image: image365.wmf]2
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，即点A、P1、P2三点共线
又∵[image: image366.wmf]Q
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＝－[image: image367.wmf]2
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·[image: image368.wmf]1
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知：Q是线段P1P2的中点。
问题转化为：过点A作直线交双曲线与P1、P2两点，求P1P2的中点Q的轨迹方程。按求弦的中点的轨迹方法可得；[image: image369.wmf]0
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【例12．】如图，O为坐标原点，A、A1为x轴上的定点，且[image: image370.wmf]OA

＝（[image: image371.wmf]0
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），[image: image372.wmf]1
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＝（[image: image373.wmf]0
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），点B在过A且方向向量是（1，k）的直线l上，且[image: image374.wmf]B
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·[image: image375.wmf]A
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＝0，点M在线段AB上，且[image: image376.wmf]AM

＝[image: image377.wmf]2
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，当k变化时，求点M的轨迹方程，并说明轨迹是何种曲线。
【解】由题意知：A（[image: image378.wmf]0
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·[image: image381.wmf]A
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⊥[image: image383.wmf]A
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下面求点M的轨迹方程：
解法一：设M（x，y），B（[image: image384.wmf]t
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），
∵直线l的方向向量为（1，k）， ∴直线l的斜率为k

由[image: image385.wmf]AM

＝[image: image386.wmf]2
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∵点M在线段AB上，
∴[image: image391.wmf]2
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即：[image: image393.wmf]a
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由①、②消去t并化简得：[image: image394.wmf]1

4

4

2

2

2

=

+

y

a

x

（y≠0）即为所求轨迹方程。
当a＝1时，表示圆（不含A、A1）
当a>0且a≠1时，表示椭圆（不含A、A1）
解法二：依题意；点M是有向线段AB的内分点，令λ＝[image: image395.wmf]2

1

t

，则[image: image396.wmf]l
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下同解法一。
【解题回顾】这里是典型的用参数法求轨迹方程的思想，把动点的坐标x、y与参数的关系分别解出，消去参数并化简得到。
【例13．】如图，抛物线[image: image399.wmf]2
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上有两点A（[image: image400.wmf]1

1

,

y

x

）、B（[image: image401.wmf]2

2

,

y

x

），且[image: image402.wmf]OA

·[image: image403.wmf]OB

＝0，又[image: image404.wmf]OM

＝（0，－2），
（1）求证：[image: image405.wmf]AM

∥[image: image406.wmf]AB


（2）若[image: image407.wmf]MA

＝－2·[image: image408.wmf]MB

,求AB所在直线方程。
【解】由题意得：A（[image: image409.wmf]2
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[image: image416.wmf]MA
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∵[image: image420.wmf]1
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·（[image: image421.wmf]2

2

1

2

2

+

-

x

）－[image: image422.wmf]2
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∴[image: image429.wmf]MA

∥[image: image430.wmf]MB

即：[image: image431.wmf]AM

∥[image: image432.wmf]AB


【解题回顾】①本题体现了向量方法证明三点共线问题的一般方法。
②本题的实质是课本上一道题的改编，原题为：过抛物线[image: image433.wmf]px

y
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=

的顶点O作两条互相垂直的弦OA、OB，与抛物线交于A、B两点，求证AB必过定点（定点为AB与x轴的交点）
（2）∵[image: image434.wmf]MA

＝－2·[image: image435.wmf]MB
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  ∴[image: image438.wmf]2
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∴B为[image: image439.wmf])
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或[image: image440.wmf])
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，得[image: image441.wmf]2
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或－[image: image442.wmf]2
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∴AB的方程为：y＝±[image: image443.wmf]2

2

x－2

思考题：
1．已知直线l过原点，其方向向量为（1,k），抛物线C的顶点在原点，焦点在x轴上，点A、B是两个定点，[image: image444.wmf]OA

=(－1,0)，[image: image445.wmf]OB

＝（0，8），A1、B1是抛物线C上的点，直线AA1、BB1与直线l分别相交与M、N两点，点D是l上异于M、N的一点，且[image: image446.wmf]MD

·[image: image447.wmf]1
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＝0，[image: image448.wmf]MA

＋[image: image449.wmf]1

MA

＝[image: image450.wmf]0

，[image: image451.wmf]NA

＋[image: image452.wmf]1

NA

＝[image: image453.wmf]0

，求直线l和抛物线C的方程。
【答案】直线方程为：[image: image454.wmf]x
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，抛物线方程为：[image: image455.wmf]x

y

5

5

4

2

=


2．已知F1（－1，0），F2（1，0），A（[image: image456.wmf]2

1

，0），动点P满足3[image: image457.wmf]1

PF

·[image: image458.wmf]PA

＋[image: image459.wmf]2

PF

·[image: image460.wmf]PA

＝0（1）求动点P的轨迹方程；（2）是否存在点P，使PA成为∠F1PF2的平分线？若存在，求出点P的坐标，若不存在，说明理由。
【答案】（1）[image: image461.wmf]4
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2
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+

y

x

（2）不存在
3．直线l过点（1，0），且方向向量[image: image462.wmf]a

＝（2，－2），直线m过原点O，其方向向量为[image: image463.wmf]b

＝（1，k），且[image: image464.wmf]a

·[image: image465.wmf]b

＝1，中心在原点，焦点在x轴上的椭圆E与直线l相交于A、B两点，点M满足[image: image466.wmf]MA

＋[image: image467.wmf]MB

＝[image: image468.wmf]0

，直线m过点M，椭圆E上存在一点N，与椭圆的右焦点关于直线l对称，求椭圆E的方程。
【答案】[image: image469.wmf]1
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4．已知椭圆[image: image470.wmf]1
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（a>b>0）的右焦点为F，直线l经过点E([image: image471.wmf]0

,

2

c

a

)，直线l的方向向量为[image: image472.wmf]j

＝（0,1），其中c＝[image: image473.wmf]2

2

b

a

-

，A、B为椭圆上的两点，且[image: image474.wmf]FA

＝λ·[image: image475.wmf]FB

（λ<0），点C在l上，且[image: image476.wmf]BC

∥[image: image477.wmf]OF

。线段EF的中点为N，求证：[image: image478.wmf]AN

∥[image: image479.wmf]NC


注意：本题是一道高考题的改编，原题为：
如图，A、B是过抛物线[image: image480.wmf]px

y

2

2

=

焦点的弦，l为准线，E为准线l与x轴的交点，BC⊥l于C，求证A、O、C三点共线。
5．设向量[image: image481.wmf]a

＝[image: image482.wmf]j
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，[image: image483.wmf]b

＝[image: image484.wmf]j
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，其中[image: image485.wmf]i

、[image: image486.wmf]j

为直角坐标平面内x、y轴正半轴上的单位向量，若|[image: image487.wmf]a

|＋|[image: image488.wmf]b

|＝8

(1)求点M（x，y）的轨迹C的方程；
(2)过点（0，3）作直线l与曲线C交于A、B两点，设[image: image489.wmf]OP

＝[image: image490.wmf]OA

＋[image: image491.wmf]OB

,是否存在直线l，使得四边形OAPB为矩形？
【答案】[image: image492.wmf]1
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    [image: image493.wmf]x
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6．已知椭圆[image: image494.wmf]1
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（a>b>0），与x轴正向交于点A，若这个椭圆上总存在点P，使得[image: image495.wmf]OP

·[image: image496.wmf]AP

=0(O为原点)求椭圆的离心率e的取值范围。
【答案】[image: image497.wmf]2
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