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第 三 章     间向量与立体几何
§3.1　空间向量及其运算
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知识点一　空间向量概念的应用
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　给出下列命题：

①将空间中所有的单位向量移到同一个点为起点，则它们的终点构成一个圆；

②若空间向量a、b满足|a|＝|b|，则a＝b；
③在正方体ABCD-A1B1C1D1中，必有AC=
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;

   ④若空间向量m、n、p满足m＝n，n＝p，则m＝p；
⑤空间中任意两个单位向量必相等．

其中假命题的个数是(   )

A．1       B．2         C．3          D．4

解析　①假命题．将空间中所有的单位向量移到同一个点为起点时，它们的终点将构成一个球面，而不是一个圆；

②假命题．根据向量相等的定义，要保证两向量相等，不仅模要相等，而且方向还要相同，但②中向量a与b的方向不一定相同；

与与的方向相同，模也相等，应有＝；

④真命题．向量的相等满足递推规律；

⑤假命题．空间中任意两个单位向量模均为1，但方向不一定相同，故不一定相等，故⑤错．故选C.

答案　C

知识点二　空间向量的运算
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化简：（
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解  方法一  （
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在四面体ABCD中，M为BC的中点，Q为△BCD的重心，设AB=b  AC=c  AD=d，试用

b，c，d表示向量
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解    如图所示
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知识点三　证明共线问题
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　已知四边形ABCD是空间四边形，E、H分别是边AB、AD的中点，F、G分别是边CB、CD上的点，且
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.求证：四边形EFGH是梯形. 

证明  ∵E、H分别是AB、AD的中点

所以 
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,∴四边形EFGH是梯形.

知识点四　证明共面问题
正方体ABCD-A1B1C1D1中，E、F分别为BB1和A1D1的中点.

证明：向量
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证明    方法一   如图所示.
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 EMBED Equation.3  [image: image145.wmf]B

B

1

 
[image: image146.wmf]-


[image: image147.wmf]B

A

1

+
[image: image148.wmf]2

1
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由向量共面的充要条件知，
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方法二　连结A1D、BD，取A1D中点G，连结FG、BG(如图所示)，

则有FG[image: image158.jpg]
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BE.

∴四边形BEFG为平行四边形．

∴EF∥BG.∴EF∥平面A1BD.

同理，B1C∥A1D，∴B1C∥平面A1BD.

∴
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共面.
知识点五　数量积的运算
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　如图所示，已知空间四边形ABCD的每条边和对角线长都等于1，点E，F分别是AB，AD的中点，计算
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知识点六　数量积的应用
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　已知点O是正△ABC平面外的一点，若OA＝OB＝OC＝AB＝1，E、F分别是AB、OC的中点，试求OE与BF所成角的余弦值．
如图所示，设
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　如图所示，在平行四边形ABCD中，AB＝AC＝1，∠ACD＝90°，将它沿对角线AC折起，使AB与CD成60°角，求B、D间的距离．
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　在正方体ABCD－A1B1C1D1中，O为AC与BD的交点，G为CC1的中点，求证：A1O⊥平面GBD.
证明  如图所示，设
[image: image249.wmf]1

1

B

A

 = a ，
[image: image250.wmf]1

1

D

A

 = b，
[image: image251.wmf]A

A

1

= c ，
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且|a| = |b| = |c| ，
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知识点七　空间向量的坐标运算

[image: image290.png]


　已知O为坐标原点，A，B，C三点的坐标分别为(2，－1,2)，(4,5，－1)，(－2,2,3)，求满足下列条件的P点的坐
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知识点八　坐标运算的应用

[image: image323.png]


　在棱长为1的正方体ABCD—A1B1C1D1中，E、F分别为D1D、BD的中点，G在棱CD上，且CG＝CD，H为C1G的中点，应用空间向量方法求解下列问题．

(1)求证：EF⊥B1C；

(2)求EF与C1G所成的角的余弦值；

(3)求FH的长. 

解　
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如图所示，建立空间直角坐标系D—xyz，D为坐标原点，则有
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即异面直线EF与C1G所成角的余弦值为
[image: image361.wmf]51

.
（3）∵F（
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1

，
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1

，0）、H（0，
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，
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），
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　在长方体OABC－O1A1B1C1中，|OA|＝2，|AB|＝3，|AA1|＝2，E是BC的中点，建立空间直角坐标系，用向量方法解下列问题：
(1)求直线AO1与B1E所成角的余弦值；

(2)作O1D⊥AC于D，求点O1到点D的距离．

解　
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建立如图所示的空间直角坐标系．

（1）由题意得A（2，0，0），O1（0，0，2），
B1（2，3，2），E（1，3，0）.
∴
[image: image376.wmf]1
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1
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∴AO1与B1E所成角的余弦值为
[image: image383.wmf]10
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（2）由题意得
[image: image384.wmf]D

O

1

⊥
[image: image385.wmf]AC

，
[image: image386.wmf]AD

∥
[image: image387.wmf]AC

，
∵C（0，3，0），设D（x,y,0）,
∴
[image: image388.wmf]D

O

1

 = (x,y, 
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2),
[image: image390.wmf]AD

 =  (x 
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[image: image392.wmf]AC

 =  (
[image: image393.wmf]-

2,3,0),



∴
[image: image394.wmf]230,

2

,

23

xy

xy

-+=

ì

ï

-

í

=

ï

-

î

 解得
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考题赏析
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1．(福建高考)
[image: image407.png]V4
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如图所示，在四棱锥P—ABCD中，侧面PAD⊥底面ABCD，侧棱PA=PD=
[image: image408.wmf]2

，底面ABCD为直角梯形，其中BC∥AD，AB⊥AD，AD=2AB=2BC=2，O为AD中点．
(1)求证：PO⊥平面ABCD；

(2)求异面直线PB与CD所成角的余弦值；

(3)求点A到平面PCD的距离．

(1)证明　在△PAD中，PA=PD，O为AD中点，所以PO⊥AD.又侧面PAD⊥底面ABCD，平面PAD∩平面ABCD=AD，PO⊂平面PAD，所以PO⊥平面ABCD. 
（2）解以O为坐标原点，
[image: image409.wmf]OC

、
[image: image410.wmf]OD

、
[image: image411.wmf]OP

的方向分别为x轴、y轴、z轴的正方向，建立空间直角坐标系O—xyz.
则A（0， 
[image: image412.wmf]-

1，0），B（1， 
[image: image413.wmf]-

1，0），C（1，0，0），D（0，1，0），P（0，0，1），
所以
[image: image414.wmf]CD

=（
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1，1，0），

[image: image416.wmf]PB

 =（1， 
[image: image417.wmf]-

1， 
[image: image418.wmf]-

1），
cos〈
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，
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所以异面直线PB与CD所成角的余弦值为.

(3)解　由(2)得CD＝OB＝，

在Rt△POC中，PC＝＝，

所以PC＝CD＝DP，S△PCD＝·2＝.

又S△ACD＝AD·AB＝1，设点A到平面PCD的距离为h，由VP—ACD＝VA—PCD，得S△ACD·OP＝S△PCD·h，

即×1×1＝××h，解得h＝.
2．(四川高考)
[image: image425.png]



如图所示，平面ABEF⊥平面ABCD，四边形ABEF与ABCD都是直角梯形，∠BAD=∠FAB=90°，BC[image: image426.jpg]


AD，BE[image: image427.jpg]


FA，G、H分别为FA、FD的中点．
(1)证明：四边形BCHG是平行四边形； 

(2)C、D、F、E四点是否共面？为什么？

(3)设AB=BE，证明：平面ADE⊥平面CDE.

解　由题设知，FA、AB、AD两两互相垂直．

如图，以A为坐标原点，射线AB为x轴正方向，以射线AD为y轴正方向，以射线AF为z轴正方向，建立直角坐标系A—xyz.

(1)证明　设AB=a，BC=b，BE=c，则由题设得

[image: image428.png]



A(0,0,0)，B(a,0,0)，C(a，b,0)，D(0,2b,0)，E(a,0，c)，

G(0,0，c)，H(0，b，c)．所以，
[image: image429.wmf]GH

 =（0，b，0），
[image: image430.wmf]BC

=（0，b，0），于是
[image: image431.wmf]GH

 = 
[image: image432.wmf]BC

又点G不在直线BC上，
所以四边形BCHG是平行四边形.

（2）解 C、D、F、E四点共面.

理由如下：由题设知F（0，0，2c），

所以 
[image: image433.wmf]EF

=（-a，0，c）， 
[image: image434.wmf]CH

=（-a，0，c），
[image: image435.wmf]EF

 =
[image: image436.wmf]CH

.

又C 
[image: image437.wmf]Ï

 EF，H∈FD，故C、D、F、E四点共面.
（3）证明 由 AB=BE，得c = a，
所以 
[image: image438.wmf]CH

=（
[image: image439.wmf]-

a，0，a）， 
[image: image440.wmf]AE

=（a，0，a）.
又
[image: image441.wmf]AD

=（0，2b，0），因此
[image: image442.wmf]CH

·
[image: image443.wmf]AE

=0，
[image: image444.wmf]CH

·
[image: image445.wmf]AD

= 0.
即CH⊥AE，CH⊥AD.

又AD∩AE=A，

所以CH⊥平面ADE.

故由CH∩平面CDFE，

得平面ADE⊥平面CDE.
.[image: image446.png]——oBEJl &K oo




　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1．空间的任意三个向量a，b,3a－2b，它们一定是(　　)

A．共线向量                        B．共面向量

C．不共面向量                      D．既不共线也不共面向量

答案　B

解析　如果a，b是不共线的两个向量，由共面向量定理知，a，b,3a－2b共面；若a，b共线，则a，b,3a－2b共线，当然也共面，故选B.
2．若a，b是平面α内的两个向量，则(　　)

A．α内任意一向量p＝λa＋μb(λ，μ∈R)

B．若存在λ，μ∈R使λa＋μb＝0，则λ＝μ＝0

C．若a，b不共线，则空间任一向量p＝λa＋μb(λ，μ∈R)

D．若a，b不共线，则α内任一向量p＝λa＋μb(λ，μ∈R)

答案　D

解析　当a与b是共线向量时，A不正确，当a与b是相反向量，λ＝μ≠0时，λa＋μb＝0，故B不正确，若a、b不共线，则平面α内的向量都可用a、b表示，对空间向量不行，故C不正确，D正确，选D.
3．有4个命题：

①若p＝xa＋yb，则p与a、b共面；

②若p与a、b共面，则p＝xa＋yb；
③若
[image: image447.wmf]MP

  =  x
[image: image448.wmf]MA

+y 
[image: image449.wmf]MB

，则P、M、A、B共面；
④若P、M、A、B共面，则 
[image: image450.wmf]MP

=  x
[image: image451.wmf]MA

+y 
[image: image452.wmf]MB


其中真命题的个数是(　　)

A．1　　　　　B．2　　　　　C．3　　　　　D．4

答案　B
解析  命题①③正确，命题②④不正确.因命题②中若a∥ b，则p不能用a， b表示，命题④中，若M、A、B三点共线，则
[image: image453.wmf]MP

也不能用
[image: image454.wmf]MA

、
[image: image455.wmf]MB

表示.

4. 设A，B，C，D是空间不共面的四点，且满足
[image: image456.wmf]AB

·
[image: image457.wmf]AC

=0，
[image: image458.wmf]AC

·
[image: image459.wmf]AD

 = 0，
[image: image460.wmf]AB

·
[image: image461.wmf]AD

 = 0，则△BCD是            (   )

A．钝角三角形                 B．锐角三角形

C．直角三角形                 D．不确定

答案　B

5．如图所示，已知PA⊥平面ABC，∠ABC＝120°，PA＝AB＝BC＝6，则PC等于(　　)

[image: image462.png]



A.6 
[image: image463.wmf]2

        B．6         C．12       D．144

答案　C
解析  因为 
[image: image464.wmf]PC

 =
[image: image465.wmf]PA

+
[image: image466.wmf]AB

+
[image: image467.wmf]BC

，所以
[image: image468.wmf]PC

2=
[image: image469.wmf]PA

2+
[image: image470.wmf]AB

2+ 
[image: image471.wmf]BC

2+2
[image: image472.wmf]AB

·
[image: image473.wmf]BC

 = 36+36+36+2×36cos60 =144.
所以|
[image: image474.wmf]PC

|=12.
6．若四边形ABCD为平行四边形，且A(4,1,3)，B(2，－5,1)，C(3,7，－5)，则顶点D的坐标为(　　)

A.                              B．(2,3,1)

C．(－3,1,5)                                D．(5,13，－3)
答案　D
7. 在△ABC中，已知
[image: image475.wmf]AB

=（2，4，0），
[image: image476.wmf]BC

=（
[image: image477.wmf]-

1，3，0），则∠ABC=____.

答案 135°
解析 因为  
[image: image478.wmf]BA

=（
[image: image479.wmf]-

2， 
[image: image480.wmf]-

4，0），
[image: image481.wmf]BC

 =（
[image: image482.wmf]-

1，3，0），所以
[image: image483.wmf]BA

·
[image: image484.wmf]BC

 = 2 
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12+0 = 
[image: image486.wmf]-

10，|
[image: image487.wmf]BA

| = 
[image: image488.wmf]22
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[image: image489.wmf]BC
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,所以cos〈
[image: image491.wmf]BA
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[image: image492.wmf]BC
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=
[image: image494.wmf]10
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[image: image495.wmf]2
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.所以∠ABC=135°.

8．等边三角形ABC与正方形ABDE有一公共边AB，二面角C—AB—D的余弦值为，M、N分别是AC、BC的中点，则EM、AN所成角的余弦值等于________．

答案　
9.  已知P，A，B，C四点共面且对于空间任一点O都有 
[image: image496.wmf]OP

=2
[image: image497.wmf]OA

+ 
[image: image498.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image499.wmf]OB

+λ
[image: image500.wmf]OC

，则λ=_____..
答案
[image: image501.wmf]-


[image: image502.wmf]3

7

.

解析  因为P、A、B、C四点共面，
所以
[image: image503.wmf]OP

=x
[image: image504.wmf]OA

+y
[image: image505.wmf]OB

+z
[image: image506.wmf]OC

，
且x+y+z = 1，所以2 +  
[image: image507.wmf]3

4

+λ=1，得λ= 
[image: image508.wmf]-


[image: image509.wmf]3
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10．命题①若a与b共线，b与c共线，则a与c共线；②向量a，b，c共面，则它们所在直线也共面；③若a与b共线，则存在惟一的实数λ，使b＝λa；④若A，B，C三点不共线，O是平面ABC外一点，＝

eq \o(OA,\s\up6(→))＋

eq \o(OB,\s\up6(→))＋

eq \o(OC,\s\up6(→))，则点M一定在平面ABC上，且在△ABC内部．上述命题中真命题是________．

答案　④
解析　①中b为零向量时，a与c可以不共线，故①是假命题；②中a，b，c所在的直线其实不确定，故②是假命题；③中当a＝0，而b≠0时，则找不到实数λ，使b＝λa，故③是假命题；④中M是△ABC的重心，故M在平面ABC上且在△ABC内，故④是真命题．
11．已知|a|＝3，|b|＝4，m＝a＋b，n＝a＋λb，〈a，b〉＝135°，m⊥n，则λ＝________.

答案　－
解析　由m⊥n，得(a＋b)·(a＋λb)＝0，a2＋λa·b＋a·b＋λb2＝0,18＋λ×3×4×cos135°＋3×4×cos135°＋16λ＝0,4λ＋6＝0，λ＝－.
12. 在四面体O-ABC中，
[image: image510.wmf]OA

=a，
[image: image511.wmf]OB

 =b，
[image: image512.wmf]OC

 =c，D为BC的中点，E为AD的中点，则
[image: image513.wmf]OE

= _____（用a， b， c表示）.
答案　a＋b＋c
解析  如下图由三角形法则，易得
[image: image514.wmf]AB

=
[image: image515.wmf]OB

 
[image: image516.wmf]-


[image: image517.wmf]OA

= b 
[image: image518.wmf]-

a，


[image: image519.wmf]BC

 = 
[image: image520.wmf]OC

 
[image: image521.wmf]-


[image: image522.wmf]OB

=c 
[image: image523.wmf]-

b，
[image: image524.wmf]BD

 =
[image: image525.wmf]2

1


[image: image526.wmf]BC

=
[image: image527.wmf]2

1

（c 
[image: image528.wmf]-

b），


[image: image529.wmf]AD

=
[image: image530.wmf]AB

 +
[image: image531.wmf]BD

 =
[image: image532.wmf]2

1

b + 
[image: image533.wmf]2

1

c 
[image: image534.wmf]-

a，


[image: image535.wmf]AE

 =
[image: image536.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image537.wmf]AD

 =
[image: image538.wmf]4

1

b + 
[image: image539.wmf]4

1

c 
[image: image540.wmf]-


[image: image541.wmf]2

1

a ，

所以 
[image: image542.wmf]OE

=
[image: image543.wmf]OA

+
[image: image544.wmf]AE

= a + 
[image: image545.wmf]4

1

b +
[image: image546.wmf]4

1

 c 
[image: image547.wmf]-

 
[image: image548.wmf]2

1

a =  
[image: image549.wmf]2

1

a + 
[image: image550.wmf]4

1

b +
[image: image551.wmf]4

1

c.
[image: image552.png]



13．如图所示，在四棱锥P－ABCD中，PA⊥平面ABCD，底面ABCD为正方形，且PA＝AD＝2，E、F分别为棱AD、PC的中点．求异面直线EF和PB所成的角的大小．

[image: image553.png]



解　以直线AB为x轴，直线AD为y轴，直线AP为z轴建立空间直角坐标系，如图，则A(0,0,0)，B(2,0,0)，C(2,2,0)，D(0,2,0)，P(0,0,2)．

[image: image554.png]



∵E为AD中点，∴E（0，1，0）.
又F为PC中点，∴F（1，1，1）.
∴
[image: image555.wmf]EF

=（1，0，1）.
又
[image: image556.wmf]PB

=（2，0，
[image: image557.wmf]-

2），
∴cos〈
[image: image558.wmf]EF

 ，
[image: image559.wmf]PB

〉= 
[image: image560.wmf]121(2)

0

1144
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∴〈
[image: image561.wmf]EF

·
[image: image562.wmf]PB

〉=90°.
∴异面直线EF和PB所成角的大小为90°.
14．已知空间三点A(0,2,3)，B(－2,1,6)，C(1，－1,5)．
（1）求以
[image: image563.wmf]AB

、
[image: image564.wmf]AC

为边的平行四边形的面积;
（2）若|a|= 
[image: image565.wmf]3

且a分别与
[image: image566.wmf]AB

、
[image: image567.wmf]AC

垂直，求向量a的坐标.
解  
[image: image568.wmf]AB

=（
[image: image569.wmf]-

2， 
[image: image570.wmf]-

1，3），
[image: image571.wmf]AC

 = （1， 
[image: image572.wmf]-

3，2），


（1）∵cosθ= 
[image: image573.wmf]·

||·

||

AB

AC

ABAC
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uuuruuur

= 
[image: image574.wmf]2361

2

419194

-++

=

++´++


∴sinθ = 
[image: image575.wmf]3

2


∴S=|
[image: image576.wmf]AB

|·|
[image: image577.wmf]AC

|sinθ=7
[image: image578.wmf]3

.
即以
[image: image579.wmf]AB

、
[image: image580.wmf]AC

为边的平行四边形面积为7
[image: image581.wmf]3

.

（2）设a =（x，y，z），
由|]a|= 
[image: image582.wmf]3

， a⊥
[image: image583.wmf]AB

，a⊥
[image: image584.wmf]AC

可得
⇒或
∴a＝(1,1,1)或(－1，－1，－1). 
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