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分数认识的三次深化与发展

王 永
1、 分数与除法

 在自然数集合里，加法和乘法运算总是可以实施，但减法和除法却不行；引入分数，自然数集合扩充为非负有理数集合后，除法运算才变得畅通无阻。
例如，3÷4＝？在自然数集合里找不到一个与3÷4对应的自然数，而在非负有理数集合里却找到了一个且只有一个分数
[image: image1.wmf]4
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，与3÷4对应，即3÷4＝
[image: image2.wmf]4
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 EQ 。
如何理解3÷4＝ EQ 
[image: image3.wmf]4
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的数学意义呢？

⑴ 表示3是4的
[image: image4.wmf]4
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。其中3与4表示不同的两个量，而
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是量数，是以4为基准量去度量3所得的结果。
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一般地，a、b都是非零的自然数时，a÷b＝
[image: image6.wmf]b
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。


⑵ 表示3平均分成4份，每份是
[image: image7.wmf]4
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；或者
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3

的4倍是3。这里，3和
[image: image9.wmf]4
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都表示量，而4是量数。


事实上，任意两个正有理数相除，都具有上述两种数学意义。
例如“3÷
[image: image10.wmf]2
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＝？”也有下面两种数学意义：
⑴ 3是
[image: image11.wmf]2

5

的几分之几？
从上图，可以看出：3÷
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＝
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。
⑵ 3平均分成
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份，每份是多少？
因为
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是5个的
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，所以先把3平均分成5小份，每一小份即是所求一份的
[image: image17.wmf]2

1

，如下图所示。


从上图，也可以看出：3÷
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＝
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。

注意：a、b都不是0，但只要有一个是分数，那么a÷b≠
[image: image20.wmf]b

a

。
所以，如果忽视必要的前提，笼统地说被除数即分子、除数即分母，是不正确的。当且仅当a、b都是不为零的自然数时，等式a÷b＝
[image: image21.wmf]b
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才成立。这个命题还告诉我们，分数可以转化为除法，这为分数化为小数打通了一条重要途径。
2、 百分数

百分数是否就是分母是100的分数？如果是，又何必需要这个新概念呢？

事实上，百分数是在分数应用的实践中产生和发展起来的。我们先来解决下面的实际问题：
在一场足球比赛中，猛虎队获得一次罚点球的机会，他们准备派下列三名队员中的一名去罚点球。下面是这三名队员在过去比赛中罚点球的成绩统计表。
	队员 
	踢点球的次数
	罚中的次数

	3号队员
	18
	20

	5号队员
	21
	25

	7号队员
	13
	12


从这个实际问题抽象成的数学问题是：比较分数
[image: image22.wmf]20
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、
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21

、
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的大小。
     解法1：（化为同分母的分数进行比较）
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＝
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，
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＝
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，
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＝
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。
因为
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＞
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＞
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，
所以
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。
    由此可知，7号队员以往罚点球的成绩最佳，派他去罚点球是明智的选择。

不过，上面三个分数分母的最小倍数（1300）是比较大的，因此通分不仅比较费劲，也容易出差错。
解法2：（化为小数进行比较）
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＝18÷20＝0.90，


[image: image38.wmf]25
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＝21÷25＝0.84，


[image: image39.wmf]13
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＝12÷13＞0.923。

因为0.923＞0.90＞0.84，所以
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＞
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化为小数，虽然可以借以比较分数的大小，但小数却失去了原来分数的特性，即表示量的倍比关系的意义。因此，需要寻找既能保持分数的特性，计算又比较简便的解题方法。就在这种需要的驱动下，百分数应运而生了。
新的办法就是把分母统统变成100。

把
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与
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化为分母是100的分数不难：
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＝
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，
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＝
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。
问题在于怎样把
[image: image49.wmf]13
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也变成分母是100的分数呢？

设所化成的分数的分子为x，即

[image: image50.wmf]100

x

＝ 
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 ，                       
两边同乘100，得
x＝
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×100，

x≈92.3。

所以，
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≈
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.

92

。这个结果与前面学过的分数不同的地方是，它的分子是一个小数。
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92

的意义是：如果把13平均分成100份，那么12大约占其中的92.3份。也就是说，这种分数只能表示两个量的倍比关系，而不具有表示量的功能。
于是，人们把形如
[image: image56.wmf]100

84

，
[image: image57.wmf]100

90

，
[image: image58.wmf]100
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.
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，……等，只能表示量的倍比关系，不能表示量的分数，统称为百分数；并引入新的符号“％”（叫做百分号），把百分数记为84％，90％，92.3％,……，以便从形式上与前面学过的分数加以区别。
显然，84％＜90％＜92.3％，通过百分数的大小比较，也说明是7号队员点球的罚中率最高。
    诚然，把分数化为百分数还有更简捷的途径，即通过小数转化。
如，
[image: image59.wmf]13
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≈0.923＝92.3％。但是这种方法，对于理解百分数的意义，不如方程的方法直观。
3、 比
比，顾名思义，与人类比较事物的实践活动密切相关。比的概念是在比较不同的量的倍比关系的实践中产生和发展的。
下面先探讨一个现实问题——平面图画得像不像。
例1  羽毛球场是长18m、宽9m的长方形，如下图A。
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


⑴ 在B、C、D、E、F等图形中，你认为哪几个长方形的形状像图A，哪几个不像？
⑵对形状与图A（羽毛球场）相同的长方形，请你比较它们的长和宽，能发现其中的规律吗？
⑶在图A内，请你画一个形状与图A相同的长方形，且这个长方形的长是图A的长的
[image: image60.wmf]3

2

。
任何正方形的形状都一样，但长方形的形状却有差异。图A恰好可以分成两个大小相同的正方形。发现图A的这个特性，能帮助我们找出其他形状与图A相同的长方形，如图D和E。而图B、C和F都不具有图A的这种特性，所以它们的形状与图A不同。
图A可以分成两个大小相同的正方形，等价于它的长是宽的2倍。形状与图A相同的长方形，长都是宽的2倍；形状与图A不同的长方形，长都不是宽的2倍。这就是我们发现的规律。
一般地，a、b分别表示一个长方形的长和宽，分数
[image: image61.wmf]b

a

表示这个长方形的长与宽的倍比关系。这个分数
[image: image62.wmf]b
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的重要性在于它提供了长方形的一个分类标准：凡是长是宽的
[image: image63.wmf]b
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倍的长方形，都是形状相同的长方形，它们归为一类。图形的分类对于认识图形的性质具有重要的意义。
不过用“长是宽的
[image: image64.wmf]b

a

倍”来刻画长方形的形状特征，有时很麻烦。例如，当a或b是分数时，
[image: image65.wmf]b
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是一个繁分数。为了避免进行繁分数的繁难运算，就需要改进对“长是宽的
[image: image66.wmf]b
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倍”这一特征的描述，从而引入比的概念。
“长是宽的
[image: image67.wmf]b
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倍”，可以用“长与宽的比是a︰b”取而代之。
当a、b表示两个不同的量时，a︰b＝
[image: image68.wmf]b

a

＝a÷b。

所以，比可以定义为：两个量相除，叫做这两个量的比。

虽然比、分数、除法在揭示量的倍比关系方面是相通的，但对于不同的问题情境，仍然需要选择恰当的简便的表征方式，并掌握它们的相互转换。
例2  蜂蜜绿茶是用2份蜂蜜和7份绿茶配制成的消暑饮料，要配制450毫升这种饮料，需要蜂蜜和绿茶各多少毫升？
在这个问题中，蜂蜜和绿茶体积的倍比关系用比的形式表示比较简便，即蜂蜜︰绿茶＝2︰7。

解法1：（应用方程）

设：一份蜂蜜或绿茶的体积为x毫升，则配制蜂蜜绿需用蜂蜜2x毫升，绿茶7x毫升。
2x＋7x＝450，

9x＝450

x＝50。

       2x＝2×50＝100，

       7x＝7×50＝350。

答：配制蜂蜜绿茶需要100毫升蜂蜜和350毫升绿茶。

解法2：（综合应用比和分数）蜂蜜︰绿茶＝2︰7＝
[image: image69.wmf]9
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︰
[image: image70.wmf]9

7

，且


[image: image71.wmf]9
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＋
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＝1。因此，蜂蜜绿茶两个组成部分的倍比关系就转换成各部分与整体（蜂蜜绿茶）的倍比关系。从而，为应用分数解决问题创造了条件，图示如下：


     450×
[image: image73.wmf]9

2

＝100，
450×
[image: image74.wmf]9

7

＝350。
解法1是代数方法，解法2是算术方法，殊途同归。

例3  7个女生平分4个蛋糕，3个男生平分2个蛋糕。是每个女生分得多一些，还是每个男生分得多一些？
解法1：每个女生分得
[image: image75.wmf]7

4

个蛋糕，每个男生分得
[image: image76.wmf]3

2

个蛋糕。问题可以归结为比较分数
[image: image77.wmf]7

4

与
[image: image78.wmf]3
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的大小。比较两个量的倍比关系又有如下两种方法。
方法1：（利用除法）


[image: image79.wmf]7
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÷
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＝
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×
[image: image82.wmf]2
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＝
[image: image83.wmf]7
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。

因为
[image: image84.wmf]7
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＜1，所以男生分得蛋糕比女生多一些。
方法2：（利用比）


[image: image85.wmf]7

4

︰
[image: image86.wmf]3

2

＝12︰14。
因为12︰14＜1，所以男生分得蛋糕比女生多一些。

解法2：（利用比）分别考虑男、女生的蛋糕数量或人数的倍比关系。

女生蛋糕︰男生蛋糕＝4︰2＝2︰1，

女生人数︰男生蛋糕＝7︰3。

因为7︰3＞6︰3＝2︰1，所以男生分得蛋糕比女生多一些。
解法3：（利用图解）



上图说明,如果只有6个女生平分4个蛋糕,那么女生和男生将分得同样多。但女生有7个，7个女生平分4个蛋糕，每个女生分得的蛋糕要比6个女生平分的情形少一些。所以，男生分得的蛋糕比女生多。
上述解法2与解法3有异曲同工之妙，妙在都自然地渗透了数学的基本思想方法——对应。

比的概念不仅进一步揭示了分数的本质——量的倍比关系，而且也丰富了表征思维过程的方法和手段，使我们面临解决与分数相关的实际问题的时候，有更多的思路和方法可以选择，可以灵活转换，左右逢源。                    
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