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2003年全国高中数学联赛试题
(2003．10．12)
第一试
1、 选择题（每小题6分,满分36分）
1． 删去正整数数列1,2,3,……中的所有完全平方数，得到一个新数列．这个新数列的第2003项是
(A)2046   　　　 (B)2047  　　　   (C)2048  　　  (D)2049

2． 设a, b(R, ab≠0，那么，直线 ax(y+b=0和曲线 bx2+ay2=ab 的图形是
3． 过抛物线y2=8(x+2)的焦点F作倾斜角为60(的直线．若此直线与抛物线交于A,B两点，弦AB的中垂线与x轴交于P点，则线段PF的长等于
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4． 若x([(
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5． 已知x,y都在区间((2,2)内，且xy＝(1，则函数u=
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的最小值是
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6． 在四面体ABCD中，设AB=1，CD=[image: image20.wmf]3

，直线AB与CD的距离为2，夹角为
[image: image21.wmf]3
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，则四面体ABCD的体积等于
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2、 填空题(每小题9分,满分54分)
7． 不等式|x|3(2x2(4|x|+3＜0的解集是__________.

8． 设F1,F2是椭圆
[image: image26.wmf]1
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的两个焦点，P是椭圆上的点，且|PF1|:|PF2|=2:1，则△PF1F2的面积等于__________.

9． 已知A={x|x2(4x+3＜0,x(R}, B={x|
[image: image27.wmf]a
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≤0, x2(2(a+7)x+5≤0,x(R}．若A(B, 则实数a的取值范围是____________.

10． 已知a,b,c,d均为正整数，且logab=
[image: image28.wmf]2
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, logcd=
[image: image29.wmf]4
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，若a(c=9, 则b(d=________.

11． 将八个半径都为1的球分两层放置在一个圆柱内，并使得每个球和其相邻的四个球相切，且与圆柱的一个底面及侧面都相切，则此圆柱的高等于________.

12． 设Mn={(十进制)n位纯小数0.
[image: image30.wmf]n
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3、 解答题(每小题20分，满分60分)
1. 已知
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2. 设A、B、C分别是复数
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对应的不共线三点。
证：曲线
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[image: image38.wmf]ABC
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中平行于AC的中位线只有一个公共点，并求出此点。
3. 一张纸上画有半径为R的圆O和圆内一定点A，且OA=a，折叠纸片，使圆周上某一点
[image: image39.wmf]A
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刚好与A点重合，这样的每一种折法，都留下一条直线折痕，当
[image: image40.wmf]A
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取遍圆周上所有点时，求所有折痕所在直线上点的集合。

第二试
1、过圆外一点P作圆的两条切线和一条割线，切点为A、B，所作割线交圆于C、D两点，C在P、D之间，在弦CD上取一点Q，使
[image: image41.wmf]PBC
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2、设三角形的三边长分别是整数
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，其中
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，求这种三角形周长的最小值。
3、由n个点和这些点之间的
[image: image47.wmf]l

条连线段组成一个空间图形，其中
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，已知此图中任四点不共面，每点至少有一条连线段，存在一点至少有q+2条连线段。证明：图中必存在一个空间四边形（即由A,B,C,D和AB、BC、CD、DA组成的图形）。
2003年全国高中数学联赛试题参考答案
一试
1. 一.  选择题
1．C  2.B  3.A   4.C   5.D   6B

二.填空题
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三.解答题      12．[image: image53.wmf]1
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15．所求点的集合为椭圆[image: image54.wmf]2
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外（含边界）部分.

2003年全国高中数学联赛加试试题加试
试题及参考答案与评分标准
说明：
1． 1．  评阅试卷时，请严格按照本平分标准规定的平分档次给分.

2． 2．  如果考生的解题方法和本解答不同，只要思路合理、步骤正确，在评卷时可参考本平分标准适当划分档次评分，10分为一个档次，不要再增加其他中间档次.
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一、（本题满分50分）过圆外一点P作圆的两条切线和一条割线，切点为A, B. 所作割线交圆于C, D两点，C在P, D之间. 在弦CD上取一点Q, 使[image: image55.wmf].
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求证：[image: image56.wmf].
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{证明}如图，联结AB，在△ADQ和△ABC中，∠ADQ=∠ABC，∠DAQ=∠PBC=∠CAB，故△ADQ∽△ABC，而有[image: image57.wmf]BCDQ
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，即[image: image58.wmf]BCADABDQ
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.……（10分）
又由切割线定理知△PCA∽△PAD，故[image: image59.wmf]PCAC
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；同理由△PCB∽△PBD得[image: image60.wmf]PCBC
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.……………………………………（20分）
又因PA=PB，故[image: image61.wmf]ACBC
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，得[image: image62.wmf]ACBDBCADABDQ
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.………………………………………………………（30分）
又由关于圆内接四边形的托勒密定理知[image: image63.wmf]ACBDBCADABCD
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.于是得[image: image64.wmf]2
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…………………………（40分）
在△CBQ与△ABD中，[image: image67.wmf],
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，于是△CBQ∽△ABD，故[image: image68.wmf]CBQABD
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，即得[image: image69.wmf]DBQABCPAC
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.…………………………………(50分)

二、（本题满分50分）设三角形的三边长分别是整数[image: image70.wmf],,,
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的最大整数. 求这种三角形周长的最小值. 
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…………………………(10分)

由于(3,2)=(3,5)=1,∴由①可知[image: image78.wmf]4
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即[image: image102.wmf]428312
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或[image: image104.wmf]72113
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即有[image: image105.wmf]5
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即有[image: image107.wmf]2

0(mod5)

t

º

.

即[image: image108.wmf]3
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,其中[image: image109.wmf]s
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故[image: image110.wmf]500
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同理可以证得[image: image111.wmf]500
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, [image: image112.wmf]r

为正整数.………………………………………………(40分)

由于[image: image113.wmf].
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这样一来,三角形的三个边为[image: image115.wmf]500,500
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和[image: image116.wmf]n

.由于两边之差小于第三边,故[image: image117.wmf]500()
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时三角形的周长最小,其值为
(1000+501)+(500+501)+501=3003.……………………………………………(50分)

三、（本题满分50分）由n个点和这些点之间的[image: image119.wmf]l

条连线段组成一个空间四边形，其中[image: image120.wmf]2
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已知此图中任四点不共面，每点至少有一条连线段，存在一点至少有[image: image122.wmf]2
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条连线段. 证明：图中必存在一个空间四边形（即由四点A,B,C,D和四条连线段AB,BC,CD,DA组成的图形）
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则图中必存在四边形,因此下面只讨论[image: image132.wmf]1(0,1,2,,1)
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而这与所得的①相矛盾,故原命题成立.………………………………………………(50分)
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