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高二数学抛物线的简单几何性质

典型例题一
例1  过抛物线焦点的一条直线与它交于两点P、Q，通过点P和抛物线顶点的直线交准线于点M，如何证明直线MQ平行于抛物线的对称轴？

解：思路一：求出M、Q的纵坐标并进行比较，如果相等，则MQ//x轴，为此，将方程
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直线OP的方程为
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，得M点纵坐标
[image: image7.wmf]Q

M

y

k

k

p

y

=

+

-

=

)

1

1

(

2

得证．

由此可见，按这一思路去证，运算较为繁琐．

思路二：利用命题“如果过抛物线
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又直线OP的方程为
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因为
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这一证法运算较小．

思路三：直线MQ的方程为
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将直线MO的方程
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和直线QF的方程
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联立，它的解（x ,y）就是点P的坐标，消去
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的充要条件是点P在抛物线上，得证．这一证法巧用了充要条件来进行逆向思维，运算量也较小．

说明：本题中过抛物线焦点的直线与x轴垂直时（即斜率不存在），容易证明成立．

典型例题二
例2 已知过抛物线
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的焦点且斜率为1的直线交抛物线于A、B两点，点R是含抛物线顶点O的弧AB上一点，求△RAB的最大面积．

分析：求RAB的最大面积，因过焦点且斜率为1的弦长为定值，故可以
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为三角形的底，只要确定高的最大值即可．

解：设AB所在的直线方程为
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将其代入抛物线方程
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当过R的直线l平行于AB且与抛物线相切时，△RAB的面积有最大值．

设直线l方程为
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∴△RAB的最大面积为
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典型例题三
例3 直线
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的中点，直线
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（1）将直线
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的斜率之比表示为k的函数
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（2）求出
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的定义域及单调区间．

分析：
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过点P及F，利用两点的斜率公式，可将
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解：（1）设
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∴函数
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（2）∵
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与抛物线有两上交点，∴
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解得
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典型例题四
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例4 如图所示：直线l过抛物线
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的焦点，并且与这抛物线相交于A、B两点，求证：对于这抛物线的任何给定的一条弦CD，直线l不是CD的垂直平分线．

分析：本题所要证的命题结论是否定形式，一方面可根据垂直且平分列方程得矛盾结论；别一方面也可以根据l上任一点到C、D距离相等来得矛盾结论．

证法一：假设直线l是抛物线的弦CD的垂直平方线，因为直线l与抛物线交于A、B两点，所以直线l的斜率存在，且不为零；直线CD的斜率存在，且不为0．

设C、D的坐标分别为
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∵直线l平分弦CD

∴CD的中点
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证法二：假设直线l是弦CD的垂直平分线

∵焦点F在直线l上，∴
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典型例题五
例5 设过抛物线
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的顶点O的两弦OA、OB互相垂直，求抛物线顶点O在AB上射影N的轨迹方程．

分析：求与抛物线有关的轨迹方程，可先把N看成定点
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解法一：设
[image: image104.wmf]),

,

(

),

,

(

),

,

(

0

0

2

2

1

1

y

x

N

y

x

B

y

x

A


则：
[image: image105.wmf]2

2

2

1

2

1

2

,

2

px

y

px

y

=

=

，
[image: image106.wmf]2

2

2

2

1

2

1

4

p

y

y

x

x

×

=

\



[image: image107.wmf]OB

OA

^

Q

，
[image: image108.wmf]1

-

=

×

\

OB

OA

k

k

即
[image: image109.wmf]0

2

1

2

1

=

+

y

y

x

x



[image: image110.wmf]0

4

2

1

2

2

2

2

1

=

+

\

y

y

p

y

y



[image: image111.wmf]0

2

1

¹

y

y

Q

，
[image: image112.wmf]2

2

1

4

p

y

y

-

=

\

                           ①

把N点看作定点，则AB所在的直线方程为：
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0

¹

\

x

，
[image: image119.wmf]0

2

0

2

0

2

1

)

(

2

x

y

x

p

y

y

+

-

=

\

                     ②

由①、②得：
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用x、y分别表示
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解法二：点N在以OA、OB为直径的两圆的交点（非原点）的轨迹上，设
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在求以OB为直径的圆方程时以
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典型例题六
例6如图所示，直线
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分析：因为曲线段C上的任一点是以点N为焦点，以
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为准线的抛物线的一段，所以本题关键是建立适当坐标系，确定C所满足的抛物线方程．

解：以
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由题意，曲线段C是N为焦点，以
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∴设曲线段C满足的抛物线方程为：
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∴由两点间的距离公式，得方程组：
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解得
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∵△AMN为锐角三角形，∴
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又B在曲线段C上，
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则曲线段C的方程为
[image: image159.wmf]).
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典型例题七
例7如图所示，设抛物线
[image: image160.wmf])
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在x由上方的交点为C、D，P为AB中点，Q为CD的中点．（1）求
[image: image163.wmf]PQ

．（2）求△ABQ面积的最大值．

分析：由于P、Q均为弦AB、CD的中点，故可用韦达定理表示出P、Q两点坐标，由两点距离公式即可求出
[image: image164.wmf]PQ

．

[image: image374.jpg]


解：（1）设
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同
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则
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[image: image179.wmf])
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[image: image180.wmf]1
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，∴当
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时，
[image: image182.wmf]ABQ
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取最大值
[image: image183.wmf]2
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典型例题八
例8　已知直线
[image: image184.wmf]l

过原点，抛物线
[image: image185.wmf]C

的顶点在原点，焦点在
[image: image186.wmf]x

轴的正半轴上，且点
[image: image187.wmf])
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和点
[image: image188.wmf])
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关于直线
[image: image189.wmf]l

的对称点都在
[image: image190.wmf]C

上，求直线
[image: image191.wmf]l

和抛物线
[image: image192.wmf]C

的方程．

分析：设出直线
[image: image193.wmf]l

和抛物线
[image: image194.wmf]C

的方程，由点
[image: image195.wmf]A

、
[image: image196.wmf]B

关于直线
[image: image197.wmf]l

对称，求出对称点的坐标，分别代入抛物线方程．或设
[image: image198.wmf]a

=

Ð

Ox

B

'

，利用对称的几何性质和三角函数知识求解．

解法一：设抛物线
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的方程为
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 EMBED Equation.3  [image: image201.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image204.wmf])
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的对称点为
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如图，
[image: image214.wmf]'
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B

在抛物线上
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∴
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两式相除，消去
[image: image218.wmf]p

，整理，得
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代入，得
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∴直线
[image: image226.wmf]l

的方程为
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，抛物线
[image: image228.wmf]C

的方程为
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解法二：设点
[image: image230.wmf]A

、
[image: image231.wmf]B

关于
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的对称点为
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故
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又
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将
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A

、
[image: image250.wmf]'

B

的坐标代入抛物线方程，得
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又直线
[image: image259.wmf]l

平分
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∴直线
[image: image264.wmf]l

的方程为
[image: image265.wmf]x
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说明：

(1)本题属于点关于直线的对称问题．解法一是解对称点问题的基本方法，它的思路明确，但运算量大，若不仔细、沉着，难于解得正确结果．解法二是利用对称图形的性质来解，它的技巧性较强，一时难于想到．

(2)本题是用待定系数法求直线的方程和抛物线方程．在已知曲线的类型求曲线方程时，这种方法是最常规方法，需要重点掌握．
典型例题九
例9　如图，正方形
[image: image266.wmf]ABCD

的边
[image: image267.wmf]AB

在直线
[image: image268.wmf]4

+

=

x

y

l

：

上，
[image: image269.wmf]C

、
[image: image270.wmf]D
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的面积．

[image: image273.jpg]



分析：本题考查抛物线的概念及其位置关系，方程和方程组的解法和数形结合的思想方法，以及分析问题、解决问题的能力．

解：∵直线
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由已知，
[image: image288.wmf]ABCD

为正方形，
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可视为平行直线
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两边平方后，整理得，
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∴正方形
[image: image304.wmf]ABCD

的面积为18或50．

说明：运用方程（组）的思想和方法求某些几何量的值是解析几何中最基本的、贯穿始终的方法，本题应充分考虑正方形这一条件．
典型例题十
例10　设有一颗彗星围绕地球沿一抛物线轨道运行，地球恰好位于抛物线轨道的焦点处，当此彗星离地球为
[image: image305.wmf]4
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 EMBED Equation.3  [image: image306.wmf]km

时，经过地球与彗星的直线与抛物线的轴的夹角为
[image: image307.wmf]°
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，求这彗星与地球的最短距离．

分析：利用抛物线有关性质求解．

解：如图，设彗星轨道方程为
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解方程组
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故
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由于顶点为抛物线上到焦点距离最近的点，所以顶点是抛物线上到焦点距离最近的点．焦点到抛物线顶点的距离为
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 EMBED Equation.3  [image: image323.wmf]km
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 EMBED Equation.3  [image: image325.wmf]km

，（
[image: image326.wmf]P

点在
[image: image327.wmf]F

点的左边与右边时，所求距离取不同的值）．

说明：

(1)此题结论有两个，不要漏解；

(2)本题用到抛物线一个重要结论：顶点为抛物线上的点到焦点距离最近的点，其证明如下：设
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 EMBED Equation.3  [image: image333.wmf])
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[image: image335.wmf]PF

最小，故抛物线上到焦点距离最近的点是抛物线的顶点．
典型例题十一
例11　如图，抛物线顶点在原点，圆
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的圆心是抛物线的焦点，直线
[image: image337.wmf]l

过抛物线的焦点，且斜率为2，直线
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交抛物线与圆依次为
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四点，求
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的值．

[image: image344.jpg]



分析：本题考查抛物线的定义，圆的概念和性质，以及分析问题与解决问题的能力，本题的关键是把
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转化为直线被圆锥曲线所截得的弦长问题．

解：由圆的方程
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，半径为2，又由抛物线焦点为已知圆的圆心，得到抛物线焦点为
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在抛物线上，

由已知可知，直线
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方程为
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说明：本题如果分别求
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与
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则很麻烦，因此把
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转化成
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是关键所在，在求
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时，又巧妙地运用了抛物线的定义，从而避免了一些繁杂的运算．
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