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高考数学总复习第六讲：解析几何


高考解析几何试题一般共有4题(2个选择题, 1个填空题, 1个解答题), 共计30分左右, 考查的知识点约为20个左右. 其命题一般紧扣课本, 突出重点, 全面考查. 选择题和填空题考查直线, 圆, 圆锥曲线, 参数方程和极坐标系中的基础知识. 解答题重点考查圆锥曲线中的重要知识点, 通过知识的重组与链接, 使知识形成网络, 着重考查直线与圆锥曲线的位置关系, 求解有时还要用到平几的基本知识,  这点值得考生在复课时强化. 

一、圆锥曲线的几类基本习题
   一. 弦的中点问题
    具有斜率的弦中点问题，一般设曲线上两点为

，

，代入方程，然后两方程相减，再应用中点关系及斜率公式，消去四个参数。
    例1    给定双曲线

。过A（2，1）的直线与双曲线交于两点

及

，求线段
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的中点P的轨迹方程。
    分析：设

，

代入方程得

，

。
    两式相减得
    

。
    又设中点P（x,y），将

，

代入，当

时得
    

。
    又

，
    代入得

。
    当弦

斜率不存在时，其中点P（2，0）的坐标也满足上述方程。因此所求轨迹方程是

。
    例2    已知椭圆

，通过点（1，1）引一弦，使它在这点被平分，求此弦所在的直线方程。
    略解：有

，代入得


0，得

。
    从而直线方程是

。
    此题将椭圆变为双曲线、抛物线都是同一方法。
二. 焦点三角形问题
    椭圆或双曲线上一点P，与两个焦点

、

构成的三角形问题，常用正、余弦定理搭桥。 

    例3    设P(x,y)为椭圆

上任一点，

，

为焦点，

，

。
     （1）求证离心率

；
    （2）求

的值；
    （3）求

的最值。
    分析：（1）设

，

，由正弦定理得

。
    得  

，
    

 。
    （2）

，采用合分比定理得
           

  ，
          

。
    （3）

。
    当

时，最小值是

；
    当

时，最大值是

。
三. 存在两点关于直线对称问题
    在曲线上两点关于某直线对称问题，分三步：求两点所在的直线，求这两直线的交点，使这交点在圆锥曲线形内。 

    例4    已知椭圆C的方程

，试确定m的取值范围，使得对于直线

，椭圆C上有不同两点关于直线对称。
    分析：椭圆上两点

，

，代入方程，相减得






 EMBED Equation.2  
。
    又

，

，

，代入得

。
    又由

解得交点

。
    交点在椭圆内，则有
    

。
    得

。
    例5    为了使抛物线

上存在两点关于直线

对称，求m的取值范围。
    略解：两点所在直线

与

联立求出交点

，代入抛物线内，有

，解得

。
四. 两线段垂直问题
    圆锥曲线两焦半径互相垂直问题，常用

来处理。
    例6    已知直线

的斜率为

，且过点

，抛物线

，直线

与抛物线C有两个不同的交点（如图）。
    （1）求

的取值范围；
    （2）直线

的倾斜角

为何值时，A、B与抛物线C的焦点连线互相垂直。
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    分析：（1）直线

代入抛物线方程得

，
    由

，得

。
    （2）由上面方程得

，
    

，焦点为

。
    由

，得

，

或
    

。
    例7    经过坐标原点的直线

与椭圆

相交于A、B两点，若以AB为直径的圆恰好通过椭圆左焦点F，求直线

的倾斜角。
    分析：左焦点F(1,0)， 直线y=kx代入椭圆得

，
    

，
    

。
    由AF

知

。将上述三式代入得

，

或

。
二、直线与圆锥曲线位置关系以及圆锥曲线的有关最值问题
   基本知识点：
    （1）求解直线与圆锥曲线的位置关系的基本方法是解方程组，进而转化为一元二次方程后利用判别式，应特别注意数形结合的办法。
    （2）注意韦达定理的应用。
    弦长公式：斜率为k的直线被圆锥曲线截得弦AB，若A、B两点的坐标分别是A(x1，y1)，B(x2，y2)则
    


        


        


        


    （3）注意斜率不存在的情况的讨论和焦半径公式的使用。
    （4）有关中点弦问题
    <1>已知直线与圆锥曲线方程，求弦的中点及与中点有关的问题，常用韦达定理。
    <2>有关弦的中点轨迹，中点弦所在直线方程，中点坐标问题，有时采用“差分法”可简化运算。
    （5）有关圆锥曲线的对称问题
    


这两个关键条件，同时要记住一些特殊的对称关系，如关于坐标轴对称，关于点对称，关于直线y=±x+b对称。
    （6）圆锥曲线中的有关最值问题，常用代数法和几何法解决。
    <1>若命题的条件和结论具有明显的几何意义，一般可用图形性质来解决。
    <2>若命题的条件和结论体现明确的函数关系式，则可建立目标函数（通常利用二次函数，三角函数，均值不等式）求最值。
【例题选讲】
  例1. 已知抛物线y2=2px(p>0)。过动点M（a，0）且斜率为l的直线l与该抛物线交于不同的两点A、B

    


    （2）若线段AB的垂直平分线交AB于Q，交x轴于点N，试求三角形MNQ的面积。
    解：


    


    


    


    


    


    


    （2）设Q(x3，y3)由中点坐标公式得
    


    


    


    又三角形MNQ为等腰直角三角形
    


  例2. 

线过C、D、E三点，且以A、B为焦点，求双曲线的离心率。（2000年，全国高考）
[image: image487.wmf] 
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    解：以AB的垂直平分线为y轴，直线AB为x轴，建立直角坐标系xOy，则CD⊥y轴，因为双曲线经过点C、D，且以A、B为焦点，由双曲线的对称性知C、D关于y轴对称。
  


h是梯形的高。
    由定比分点坐标公式，得点E的坐标为
    


    


    


    


    由点C、E在双曲线上，得
    


    


    


    


    小结：此题涉及解析几何的最根本问题：如何建立坐标系，这也是对学生基本能力的考查，坐标系是一种工具，如果用得好，可以给解题带来方便，但考试时我们不可能对各种情况进行讨论，一般而言，可从对称的角度去考虑。
  例3. 


    （1）求证：直线与抛物线总有两个不同交点
    （2）设直线与抛物线的交点为A、B，且OA⊥OB，求p关于t的函数f(t)的表达式。
    

值范围。（1997年·上海高考）
    （1）证明：抛物线的准线为
    


    由直线x+y=t与x轴的交点（t，0）在准线右边，得
    


    


    


    


       


    故直线与抛物线总有两个交点。
    （2）解：设点A(x1，y1)，点B(x2，y2)

    


    


    


    


    


    


    


    


    （3）解：


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


  例4. 





    （1）求椭圆方程；
    （2）是否存在直线l，使l与椭圆交于不同的两点M、N，且线段MN恰被直线

平分，若存在，求出l的倾斜角的范围；若不存在，请说明理由。
    （1）解：


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    把(2)代入(1)式中得：
    


    


    


  例5. 

点，若以M(2，1)为焦点，椭圆E的右准线为相应准线的双曲线C和直线AB交于点N(4，-1)，且椭圆的离心率e与双曲线离心率e1之间满足ee1=1，
    （1）求椭圆E的离心率e；
    （2）求双曲线C的方程。



    解：（1）因为点M(2，1)，点N(4，-1)

    


    


    


    


    


    


    


    


    


    （2）因为ee1=1

    


    


    


    


    设双曲线C上一点P(x，y)

    


    化简得双曲线C的方程：
    


  例6. 已知抛物线y2=x上有一条长为l的动弦AB，求AB的中点M到y轴的最短距离。
    解：设中点M的坐标为（x，y），利用对称性可设A(x+u，y+v)，B(x-u，y-v)，依题意有
    


    


    


    


   


    将（4）（5）代入（3）得：
    


    


    此即M点的方程
    


    


    


      


      


    


    


    


    


    


    


    


    


    


    


三、解析几何中减少计算量的常用方法
    在教学中，学生普遍觉得解析几何问题的计算量较大。事实上，如果我们能够充分利用几何图形、韦达定理、曲线系方程，以及运用“设而不求”的策略，往往能够减少计算量。下面举例说明。
一. 充分利用几何图形
    解析几何的研究对象就是几何图形及其性质，所以在处理解析几何问题时，除了运用代数方程外，充分挖掘几何条件，并结合平面几何知识，这往往能减少计算量。
  例1. 已知直线

及

，求它们所围成的三角形的外接圆方程。
    解：由直线

与

的斜率分别为

和

，得此两条直线互相垂直，即此三角形为直角三角形。
    由

及

，可求得直角三角形的斜边所在的两个顶点分别为

。所求三角形的外接圆，即为以A（2，2）和B（8，8）为直径端点的圆，其方程为


    评注：此题若不首先利用三角形是直角三角形这一中间结论，而先求三角形的三个顶点，再解三元一次方程组求圆的一般方程，将会大大增加计算量。
  例2. 已知点P（5，0）和圆O：

，过P作直线

与圆O交于A、B两点，求弦AB中点M的轨迹方程。
    解：

点M是弦AB中点，

点M是在以OP为直径的圆周上，此圆的圆心为

，半径为

，所以其方程为

，即

。同时，点M又在圆

的内部，

，即

，所以所求的轨迹方程为


    评注：此题若不能挖掘利用几何条件

，点M是在以OP为直径的圆周上，而利用参数方程等方法，计算量将很大，并且比较麻烦。
  例3. 求与

轴相切，圆心在直线

上，且被直线

截得的弦长等于

的圆的方程。
    解：因圆心在直线

上，故可设圆心


    又

圆与

轴相切，

，
    

此时可设圆方程为


    （运用已知条件，找出

间联系，尽可能把未知量的个数减少，这对简化计算很有帮助。）
   又圆被直线

截得的弦长为

。考虑由圆半径、半弦、弦心距组成的直角三角形，只要将弦心距用

表示出来，便可利用勾股定理求得

。
    弦心距
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，解得


    

当

时，

，圆方程为
    


   当

时，

，圆方程为
    


    评注：此题若不充分利用圆的半径、半弦、弦心距组成的直角三角形，而用弦长公式，将会增大运算量。
  例4. 设直线

与圆

相交于P、Q两点，O为坐标原点，若

，求

的值。
    解： 

圆

过原点，并且

，
    

是圆的直径，圆心的坐标为


    又

在直线

上，
    

即为所求。
    评注：此题若不充分利用一系列几何条件：该圆过原点并且

，PQ是圆的直径，圆心在直线

上，而是设

再由

和韦达定理求

，将会增大运算量。
二. 充分利用韦达定理及“设而不求”的策略
    我们经常设出弦的端点坐标而不求它，而是结合韦达定理求解，这种方法在有关斜率、中点等问题中常常用到。
    例5. 已知中心在原点O，焦点在

轴上的椭圆与直线

相交于P、Q两点，且

，

，求此椭圆方程。
    解：设椭圆方程为

，直线

与椭圆相交于P

、

两点。
    由方程组

消去

后得
    


    由

，得

            （1）
    又P、Q在直线

上，
    


    把（1）代入，得

，
    即


    化简后，得
    

       （4）
    由

，得


    


    把（2）代入，得

，解得

或


    代入（4）后，解得

或


    由

，得

。
    

所求椭圆方程为


    评注：此题充分利用了韦达定理及“设而不求”的策略，简化了计算。
  例6. 若双曲线方程为

，AB为不平行于对称轴且不过原点的弦，M为AB中点，设AB、OM的斜率分别为

，则


    解：设A（

），B（

）则M（

）
    又

A、B分别在

上，则有
     


    由

得

，
    即

，
    

   


    评注：此题充分利用了中点坐标公式斜率公式及“设而不求”的策略，简化了计算。
三. 充分利用曲线系方程
    利用曲线系方程可以避免求曲线的交点，因此也可以减少计算。
  例7. 求经过两已知圆

和

0的交点，且圆心在直线

：

上的圆的方程。
    解：设所求圆的方程为：
    


    即

，
    其圆心为C（

）
    又C在直线

上，
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，解得

，代入所设圆的方程得

为所求。
    评注：此题因利用曲线系方程而避免求曲线的交点，故简化了计算。
四、线段长的几种简便计算方法
    近几年的高考数学试题，都有运算量大的特点，解析几何部分显得尤为突出，而在解析几何题中，又着重体现在求线段的长。若求线段长的计算方法不当，就会大大增加运算量，直接影响高考成绩。经笔者多年摸索，找到几种计算线段长的简便方法，写出来，供大家参考。
一. 充分利用现成结果，减少运算过程
    一般地，求直线与圆锥曲线相交的弦AB长的方法是：
    把直线方程

代入圆锥曲线方程中，得到型如

的方程，方程的两根设为

，

，判别式为△，则




。记住了结果 ，在计算中，直接代

，就能减少配方、开方等运算过程。
    例1    求直线

被椭圆

所截得的线段AB的长。
    解：把

代入椭圆方程

得到

。
    

，
    则

。
二. 结合图形的特殊位置关系，减少运算
  1. 求直线与圆的相交弦
    因圆比较特殊，故求弦长不采用方法一，可用下面的方法，使运算简单。
    设直线方程为

，圆的方程为

，圆心为

，直线与圆相交于A、B，圆心到直线的距离为

，则

。
    例2    求圆

截得直线

的线段长。
    解：由原方程得

，圆心为（-1，-2），则




，从而截得线段长

。
  2. 求过圆锥曲线焦点的弦
    圆锥曲线的定义都涉及焦点，结合图形运用圆锥曲线的定义，可回避复杂运算。
    例3    如图1，

、

是椭圆

的两个焦点，AB是经过

的弦，若

，则

_______________。
    解：由定义可知

，
        

，
        则

。
        又由图可知

，
        因此

。
       注：此题如果不结合图形用定义，就很难计算出结果。



  3. 运用两种曲线组合构成的特殊位置关系，巧妙简化运算
    例4    已知圆F的方程

，抛物线的顶点在原点，焦点是圆心F，过F引直线

与抛物线和圆依次交于A、B、C、D四点，设

的倾斜角为

，当

为何值时，线段

，

，

成等差数列。
    解：依题意知圆心F(0,1)，半径为1，抛物线的方程：

，

 （如图2）。
    

成等差数列，
    

，
    即

，

。
    设

的方程为：

，代入

得

。
    由

，
    解得

，
    故

或

。
    注：如果此题直接计算三段

，

，

的长，而不结合图形得关系式




，会加大运算量。
三. 将二元运算转化为一元运算，可简化运算
  1. 用三角形相似比，把平面上两点间的距离转化为数轴上两点间的距离
  例5  直线

与

轴不垂直，与抛物线

交于A、B两点，与椭圆




交于C、D两点，与

轴交于点

，若

，求

的范围。
    解：设直线

的方程为

，又设

、
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、


。
    由

，
    得到

。
    当

  ，                    （1）
    由韦达定理得
    

，
    由


    得到

。
    

                           （2）
    有

。
    要使

，只需AB的中点与CD的中点坐标相同即可。由

，得
    

                                    （3）
    把（3）分别代入（1）、（2）可求得

的范围为（-2，-1）。
    注：此题如果不转化，就找不到关系

，花费再多时间都难以解出。
  2. 利用圆锥曲线的定义，把到焦点的距离转化为到准线的距离
    例6  点A（3，2）为定点，点F是抛物线

的焦点，点P在抛物线




上移动，若

取得最小值，求点P的坐标。
[image: image488.wmf]    
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    解：抛物线

的准线方程为

，设P到准线的距离为

，则


=

。要使

取得最小值，由图3可知过A点的直线与准线垂直时，




取得最小值，把

代入

，得P（1，2）。
四. 利用直线参数方程

的几何意义，简便运算
    利用直线参数方程

的几何意义，计算直线上经过同一点的两条线段的长。
    例7  过点A（-2，4）引倾斜角为

的直线交抛物线

于




两点，若

成等比数列，求P的值。
    解：设直线的参数方程为
    


    代入

得
    

，
    

，
    

。
    由参数

的几何意义，得

，

，

。
    根据题意得

，
    

，
    

，于是

，即

，又


，得

。
五. 利用极坐标，简便运算
    在过原点的几条线段成一定角的关系中，用极坐标会使运算简便。
    例8    P、Q是双曲线

上的两点，若

，求证：


为定值。
    解：将

代入
    

，
    有

。
    设

，

为定值。
    上面五种方法及例证充分说明，灵活掌握求线段长的简便算法，会加快你的解题速度，从而提高数学成绩，以利高考。
五、典型例题

    例1  已知点T是半圆O的直径AB上一点，AB=2、OT=t  (0<t<1)，以AB为直腰作直角梯形
[image: image507.wmf]，使
[image: image2.wmf]A
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垂直且等于AT，使
[image: image3.wmf]B

B

¢

垂直且等于BT，
[image: image4.wmf]B

A

¢

¢

交半圆于P、Q两点，建立如图所示的直角坐标系.

(1)写出直线
[image: image5.wmf]B

A

¢

¢

的方程；

   （2）计算出点P、Q的坐标；

   （3）证明：由点P发出的光线，经AB反射后，反射光线通过点Q.                  

   讲解:  通过读图,  看出
[image: image6.wmf]'
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点的坐标.
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[image: image7.wmf](

)

t

A

-

1

,

1

'

, 
[image: image8.wmf](

)

，

，

‘

t

B

+

-

1

1

 于是 直线
[image: image9.wmf]B
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的方程为
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   （2）由方程组
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解出  
[image: image12.wmf])
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   （3）
[image: image14.wmf]t
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   由直线PT的斜率和直线QT的斜率互为相反数知，由点P发出的光线经点T反射，反射光线通过点Q.

需要注意的是, Q点的坐标本质上是三角中的万能公式, 有趣吗?

例2  已知直线l与椭圆
[image: image16.wmf])
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有且仅有一个交点Q，且与x轴、y轴分别交于R、S，求以线段SR为对角线的矩形ORPS的一个顶点P的轨迹方程．

   讲解：从直线
[image: image17.wmf]l

所处的位置, 设出直线
[image: image18.wmf]l

的方程,
   由已知，直线l不过椭圆的四个顶点，所以设直线l的方程为
[image: image19.wmf]).
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代入椭圆方程
[image: image20.wmf]，
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化简后，得关于
[image: image22.wmf]x

的一元二次方程
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于是其判别式
[image: image24.wmf]).
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由已知，得△=0．即
[image: image25.wmf].
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在直线方程
[image: image26.wmf]m

kx

y

+

=

中，分别令y=0，x=0，求得
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 令顶点P的坐标为（x，y），  由已知，得
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 代入①式并整理，得 
[image: image29.wmf]1
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方程
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   例3已知双曲线
[image: image31.wmf]1
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[image: image34.wmf].
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 （1）求双曲线的方程；

 （2）已知直线
[image: image35.wmf])
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  讲解：∵（1）
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     故所求双曲线方程为 
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（2）把
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[image: image41.wmf]0

78

30

)

3

1

(

2

2

=

-

-

-

kx

x

k

.
     设
[image: image42.wmf]CD

y

x

D

y

x

C

),

,

(

),

,

(

2

2

1

1

的中点是
[image: image43.wmf])

,

(

0

0

y

x

E

，则

     
[image: image44.wmf].

1

1

,

3

1

5

5

3

1

15

2

0

0

2

0

0

2

2

1

0

k

x

y

k

k

kx

y

k

k

x

x

x

BE

-

=

+

=

-

=

+

=

×

-

=

+

=


   
[image: image45.wmf],
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即
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故所求k=±
[image: image47.wmf]7

.
为了求出
[image: image48.wmf]k

的值, 需要通过消元, 想法设法建构
[image: image49.wmf]k

的方程.

   例4 已知椭圆C的中心在原点，焦点F1、F2在x轴上，点P为椭圆上的一个动点，且∠F1PF2的最大值为90°，直线l过左焦点F1与椭圆交于A、B两点，△ABF2的面积最大值为12．

  （1）求椭圆C的离心率；

  （2）求椭圆C的方程．

   讲解：（1）设
[image: image50.wmf]c
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[image: image53.wmf]0
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解出   
[image: image54.wmf].
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 （2）考虑直线
[image: image55.wmf]l

的斜率的存在性，可分两种情况：

   i) 当k存在时，设l的方程为
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则x1、x2是上述方程的两根．且

[image: image65.wmf]2

2

1

2

2

1

1

2

2

|

|

k

k

c

x

x

+

+

=

-

，

[image: image490.png]



[image: image66.wmf]2

2

1

2

2

2

1

)

1

(

2

2

|

|

1

|

|

k

k

c

x

x

k

AB

+

+

=

-

+

=

，

[image: image491.wmf]|

|

|

|

2

1

2

1

2

1

y

y

F

F

S

-

×

=

AB边上的高
[image: image67.wmf],

1

|

|

2

sin

|

|

2

2

1

2

1

k

k

c

F

BF

F

F

h

+

´

=

Ð

=



[image: image68.wmf]c
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[image: image69.wmf].
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ii) 当k不存在时，把直线
[image: image70.wmf]c
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由①②知S的最大值为
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  故当△ABF2面积最大时椭圆的方程为： 
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下面给出本题的另一解法,请读者比较二者的优劣：

设过左焦点的直线方程为：
[image: image77.wmf]c
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（这样设直线方程的好处是什么？还请读者进一步反思反思.）
椭圆的方程为：
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 EMBED Equation.3  [image: image85.wmf]2
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[image: image89.wmf].
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当且仅当m=0取等号，即
[image: image90.wmf].
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    由题意知
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    故当△ABF2面积最大时椭圆的方程为： 
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例5  已知直线
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（１）求此椭圆的离心率；

（2 ）若椭圆的右焦点关于直线
[image: image97.wmf]l

的对称点的在圆
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讲解:（1）设A、B两点的坐标分别为
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根据韦达定理，得            
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 ∴线段AB的中点坐标为（
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  故椭圆的离心率为
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解得   
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故所求的椭圆方程为
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例6   已知⊙M：
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轴上的动点，QA，QB分别切⊙M于A，B两点，


（1）如果
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，求直线MQ的方程；


（2）求动弦AB的中点P的轨迹方程.


讲解:（1）由
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 在Rt△MOQ中，

[image: image492.wmf]|

|

|

|

2

1

x

x

k

c

-

×

×

=

  
[image: image119.wmf]5

2

3

|

|

|

|

|

|

2

2

2

2

=

-

=

-

=

MO

MQ

OQ

，
    故
[image: image120.wmf]5

5

-

=

=

a

a

或

，
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（2）连接MB，MQ，设
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 把（*）及（**）消去a，并注意到
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适时应用平面几何知识，这是快速解答本题的要害所在，还请读者反思其中的奥妙.

    例7   如图，在Rt△ABC中，∠CBA=90°，AB=2，AC=
[image: image128.wmf]2

2

。DO⊥AB于O点，OA=OB，DO=2，曲线E过C点，动点P在E上运动，且保持| PA |+| PB |的值不变.

（1）建立适当的坐标系，求曲线E的方程；

（2）过D点的直线L与曲线E相交于不同的两点M、N且M在D、N之间，设
[image: image129.wmf]l
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   试确定实数
[image: image130.wmf]l

的取值范围．

讲解: （1）建立平面直角坐标系, 如图所示 .                                      
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∴动点P的轨迹是椭圆 .                                                 
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∴曲线E的方程是 
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   （2）设直线L的方程为 
[image: image135.wmf]2

+

=

kx

y

, 代入曲线E的方程
[image: image136.wmf]2

2

2

2

=

+

y

x

，得

        
[image: image137.wmf]0

6

8

)

1

2

(

2

2

=

+

+

+

kx

x

k


设M1（
[image: image138.wmf])

,

(

),

2

2

1

,

1

y

x

N

y

x

,  则

[image: image501.png]Freo

Chor




[image: image139.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

+

=

+

-

=

+

>

´

+

-

=

D

.

1

2

6

,

1

2

8

,

0

6

)

1

2

(

4

)

8

(

2

2

1

2

2

1

2

k

x

x

k

k

x

x

k

k

                                
i)  L与y轴重合时，
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ii)  L与y轴不重合时，

  由①得   
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的取值范围是
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    值得读者注意的是，直线L与y轴重合的情况易于遗漏，应当引起警惕. 
    例8  直线
[image: image156.wmf]l

过抛物线
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   （1）求证：
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   （2）求证：对于抛物线的任意给定的一条弦CD，直线l不是CD的垂直平分线.
  讲解: （1）易求得抛物线的焦点
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  若l⊥x轴，则l的方程为
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若l不垂直于x轴，可设
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综上可知  
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假设
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这时
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的方程为y=0，从而
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与抛物线
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只相交于原点. 而l与抛物线有两个不同的交点，因此
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与l不重合，l不是CD的垂直平分线.


此题是课本题的深化，你能够找到它的原形吗？知识在记忆中积累，能力在联想中提升. 课本是高考试题的生长点，复课切忌忘掉课本！


例9 某工程要将直线公路l一侧的土石，通过公路上的两个道口A和B，沿着道路AP、BP运往公路另一侧的P处，PA=100m，PB=150m，∠APB=60°，试说明怎样运土石最省工？


讲解: 以直线l为x轴，线段AB的中点为原点对立直角坐标系，则在l一侧必存在经A到P和经B到P路程相等的点，设这样的点为M，则
      |MA|+|AP|=|MB|+|BP|,

即   |MA|－|MB|=|BP|－|AP|=50,


[image: image178.wmf]Q



 EMBED Equation.3  [image: image179.wmf]7
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∴M在双曲线
[image: image180.wmf]1
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的右支上.
故曲线右侧的土石层经道口B沿BP运往P处，曲线左侧的土石层经道口A沿AP运往P处，按这种方法运土石最省工.
相关解析几何的实际应用性试题在高考中似乎还未涉及，其实在课本中还可找到典型的范例，你知道吗？

解析几何解答题在历年的高考中常考常新, 体现在重视能力立意, 强调思维空间, 是用活题考死知识的典范. 考题求解时考查了等价转化, 数形结合, 分类讨论, 函数与方程等数学思想, 以及定义法, 配方法, 待定系数法, 参数法, 判别式法等数学通法.

六、高考解析几何解答题的类型与解决策略

Ⅰ.求曲线的方程

1．曲线的形状已知


这类问题一般可用待定系数法解决。


例1 （1994年全国）


已知直线L过原点，抛物线C 的顶点在原点，焦点在x轴正半轴上。若点A（-1，0）和点B（0，8）关于L的对称点都在C上，求直线L和抛物线C的方程。


分析：曲线的形状已知，可以用待定系数法。
设出它们的方程，L：y=kx(k≠0),C:y2=2px(p>0).

设A、B关于L的对称点分别为A/、B/，则利用对称性可求得它们的坐标分别为：

A/（
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）。因为A/、B/均在抛物线上，代入，消去p，得：k2-k-1=0.解得：k=
[image: image183.wmf]2
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,p=
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.
所以直线L的方程为：y=
[image: image185.wmf]2
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x,抛物线C的方程为y2=
[image: image186.wmf]5
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例2 (1993年全国)


在面积为1的△PMN中，tanM=
[image: image187.wmf]2

1

,tanN=-2,建立适当的坐标系，求出以M、N为焦点且过点P的椭圆方程。


分析：此题虽然与例1一样都是求形状已知的曲线方程问题，但不同的是例1是在给[image: image502.png]


定的坐标系下求曲线的标准方程，而此题需要自己建立坐标系。为使方程简单，应以MN所在直线为x轴，以MN的垂直平分线为y轴。这样就可设出椭圆的标准方程，其中有两个未知数。
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2．曲线的形状未知-----求轨迹方程


 例3 （1994年全国）

[image: image503.png]


已知直角坐标平面上点Q（2，0）和圆C：x2+y2=1, 动点M到圆C的切线长与|MQ|的比等于常数
[image: image189.wmf]l

（
[image: image190.wmf]l

>0）,求动点M的轨迹方程，并说明它是什么曲线。


分析：如图，设MN切圆C于点N，则动点M组成的集合是：

P={M||MN|=
[image: image191.wmf]l

|MQ|}，由平面几何知识可知：|MN|2=|MO|2-|ON|2=|MO|2-1，将M点坐标代入，可得：(
[image: image192.wmf]l

2-1)(x2+y2)-4
[image: image193.wmf]l

2x+(1+4
[image: image194.wmf]l

2)=0.

当
[image: image195.wmf]l

=1时它表示一条直线；当
[image: image196.wmf]l

≠1时，它表示圆。


这种方法叫做直接法。

[image: image504.wmf] 
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例4 （1999年全国）

给出定点A（a,0）(a>0)和直线L：x=-1，B是直线L上的动点，∠BOA的角平分线交AB于点C，求点C的轨迹方程，并讨论方程表示的曲线类型与a值的关系。

分析：设C（x,y）,B(-1,b).则直线OB的方程为：y=-bx.由题意：点C到OA、OB的距离相等，且点C在线段AB上，所以
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[image: image198.wmf]Þ

y2[(1-a)x2-2ax+(1+a)y2]=0

若，y≠0,则(1-a)x2-2ax+(1+a)y2=0(0<x<a)；若y=0，则b=0,∠AOB=180º,点C的坐标为（0，0），也满足上式。所以，点C的轨迹方程为(1-a)x2-2ax+(1+a)y2=0(0≤x<a)。

当a=1时，方程表示抛物线弧；当0<a<1时，方程表示椭圆弧；当a>1时，方程表示双曲线一支的弧。

一般地，如果选择了m个参数，则需要列出m+1个方程。

例5 （1995年全国）

已知椭圆
[image: image199.wmf]1
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和直线L:
[image: image200.wmf]1
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，P是直线L上一点，射线OP交椭圆于点R，又点Q在OP上，且满足|OQ| |OP|=|OR|2，当点P在L上移动时，求点Q的轨迹方程，并说明轨迹是什么曲线。
分析：设Q(x,y),P(xP,yP),R(xR,yR), 则


[image: image201.wmf]ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï

í

ì

+

=

+

=

Þ

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

=

+

+

=

+

=

Þ

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

=

+

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

2

48

,

3

2

48

1

16

24

3

2

24

,

3

2

24

1

8

12

y

x

y

y

y

x

x

x

x

y

x

y

y

x

y

x

y

y

y

x

x

x

x

y

x

y

y

x

R

R

R

R

R

R

P

P

P

P

P

P

，代入
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，得：
[image: image203.wmf]5
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(x-1)2+
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(y-1)2=1.


注意：若将点P、Q、R分别投影到x轴上，则式子
[image: image205.wmf]2
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可用|x| |xP|=|xR2|代替，这样就简单多了。

Ⅱ.研究圆锥曲线有关的问题

1．有关最值问题

例6 (1990年全国)


设椭圆中心为坐标原点，长轴在x上，离心率，已知点P（0，
[image: image206.wmf]2

3

）到这个椭圆上的点的最远距离是
[image: image207.wmf]7

，求这个椭圆方程，并求椭圆上到点P的距离等于
[image: image208.wmf]7

的点的坐标。

分析：最值问题，函数思想。关键是将点P到椭圆上点的距离表示为某一变量是函数，然后利用函数的知识求其最大值。


设椭圆方程为
[image: image209.wmf]1
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，则由e=
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得：a2=4b2，所以x2=4b2-4y2.

设Q(x,y)是椭圆上任意一点，则:
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若b<
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解得：b=
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 EMBED Equation.3  [image: image223.wmf]2
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，则当y=-
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时|PQ|max=
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,解得:b=1,a=2.

2．有关范围问题

例7 （2001春季高考题）

已知抛物线y2=2px(p>0)，过M（a,0）且斜率为1的直线L与抛物线交于不同的两点A、B，|AB|≤2p。


（1）求a的取值范围；

[image: image505.wmf]    

 

 

D            C  
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（2）若线段AB的垂直平分线交x轴于点N，求△NAB面积的最大值。

分析：这是一道直线与圆锥曲线位置关系的问题，对于（1），可以设法得到关于a的不等式，通过解不等式求出a的范围，即：“求范围，找不等式”。或者将a表示为另一个变量的函数，利用求函数的值域求出a的范围；对于（2）首先要把△NAB的面积表示为一个变量的函数，然后再求它的最大值,即：“最值问题，函数思想”。


解：(1)直线L的方程为：y=x-a,将y=x-a 代入抛物线方程y2=2px,得：设直线L与抛物线两交点的坐标分别为A（x1,y1）,B(x2,y2)，则
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        解得:
[image: image228.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image229.wmf].
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(2)设AB的垂直平分线交AB与点Q，令其坐标为（x3,y3），则由中点坐标公式得：

[image: image230.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image231.wmf]p
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所以|QM|2=(a+p-a)2+(p-0)2=2p2.又△MNQ为等腰直角三角形，所以|QM|=|QN|=
[image: image233.wmf]P
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，所以S△NAB=
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 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]2
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,即△NAB面积的最大值为
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例8  （1992年高考题）

已知椭圆
[image: image237.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image238.wmf])
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，A,B是椭圆上的两点，线段AB的垂直平分线与x轴相交于点P(x0,0)，证明：
[image: image239.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image240.wmf]a
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分析：欲证x0满足关于参数a、b的不等式，须从题中找出不等关系，由椭圆的性质可知，椭圆上的点的坐标满足如下条件：-a≤x≤a,因此问题转化为寻求x0与x的关系。
由题设知，点P在线段AB的垂直平分线上，所以|AP|=|BP|，若设A（x1,y1）,B(x2,y2),则有：(x1-x0)2-y12=(x2-x0)2-y22,因为点A、B在椭圆上，所以，
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例9  (2000年高考题)

已知梯形ABCD中，|AB|=2|CD|，点E满足
[image: image243.wmf]®
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，双曲线过C、D、E三点，且以A、B为焦点，当
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时，求双曲线离心率e的取值范围。
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分析：显然，我们只要找到e与
[image: image245.wmf]l

的关系，然后利用解不等式或求函数的值域即可求出e的范围。
解：如图建立坐标系，这时CD⊥y轴，

因为双曲线经过点C、D，且以A、B为焦点，由双曲线的对称性知C、D关于y轴对称。

依题意，记A(-C,0)，C(
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由
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。由点C、E在双曲线上,将点C、E的坐标和e=
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代入双曲线的方程得
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将（1）式代入（2）式,整理得
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(4-4
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)=1+2
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依题设
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所以双曲线的离心率的取值范围是
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例10 已知抛物线y2=2px (p≠0)上存在关于直线x+y=1对称的相异两点，求p的取值范围。
分析：解决本题的关键是找到关于p的不等式。

设抛物线上关于直线x+y=1对称的两点是M(x1,y1)、N(x2,y2)，设直线MN的方程为y=x+b.代入抛物线方程，得：x2+(2b-2p)x+b2=0.则x1+x2=2p-2b,y1+y2=( x1+x2)+2b=2p.则MN的中点P的坐标为 (p-b,p).因为点P在直线x+y=1上，所以2p- b=1，即b=2p-1。

又
[image: image265.wmf]D

=(2b-2p)2-4b2=4p2-8bp>0,将b=2p-1代入得:4p2-8p(2p-1)>0,3p2-2p<0.解得：
0<p<
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.
是否存在常数a、b、c，使函数f(x)=
[image: image267.wmf]b
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满足下列条件：

（1）函数f(x)是奇函数；

（2）；f(1)<f(3) ；
（3）不等式0≤f(x)≤
[image: image268.wmf]2
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的解集是[-2,-1]∪[2,4]？

若存在，则求出不等式f(-2+sinθ) ≤m对任意θ∈R恒成立的实数m的取值范围；若不存在，说明理由。

解：由函数f(x)是奇函数得：b=0。又不等式0≤f(x)≤
[image: image269.wmf]2
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的解集是[-2,-1]∪[2,4]，所以-2、-1、2、4是程f(x)=0与f(x)=
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,解得：a=2，c=-4，故：

f(x)= 
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七、高考试题选

1.已知圆
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的弦长为
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2．(03全国)已知双曲线中心在原点且一个焦点为
[image: image279.wmf]与其相交于
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M、N两点，MN中点的横坐标为
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则此双曲线的方程是（   D ）
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3 (03天津)不等式
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A．（0，2）

B．（2，+∞）



C．（2，4）

D．（－∞，0）∪（2，+∞）

4．(03天津)抛物线y=ax2 的准线方程是y=2，则a的值为
（ B   ）


A．
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5(03江苏)如果函数
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6．(03江苏)抛物线
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的准线方程是y=2，则a的值为
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8．(03江苏)已知双曲线中心在原点且一个焦点为F（
[image: image301.wmf]7

，0）直线y=x－1与其相交于M、N两点，MN中点的横坐标为
[image: image302.wmf]3
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，则此双曲线的方程是
（  D  ）
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9．(03江苏)已知长方形四个顶点A（0，0），B（2，0），C（2，1）和D（0，1）.一质点从AB的中点P0沿与AB夹角为θ的方向射到BC上的点P1后，依次反射到CD、DA和AB上的点P2、P3和P4（入射角等于反射角）.设P4的坐标为（x4，0）.若1< x4<2，则tanθ的取值范围是
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10(03广东)（双曲线虚轴的一个端点为M，两个焦点为

，则双曲线的离心率为（    ）B
    A. 



B. 



C. 



D. 


11 (03广东)（已知圆C：

及直线L：

当直线L被C截得的弦长为23时，则

（    ）C
    A. 



B. 



C. 



D. 


12(03广东)（不等式

的解集是________




13. (03年上海)已知定点A（0，1），点B在直线
[image: image311.wmf]0
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上运动，当线段AB最短时，点B的坐标是_________。 
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14. (03年上海)设集合
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15(03年上海) 给出问题：
[image: image316.wmf]2
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的焦点，点P在双曲线上。若点P到焦点F1的距离等于9，求点P到焦点F2的距离。某学生的解答如下：双曲线的实轴长为8，由
[image: image318.wmf]8
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，即
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或17。

    该学生的解答是否正确？若正确，请将他的解题依据填在下面空格内；若不正确，将正确结果填在下面空格内。
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16(03年上海)（本题满分14分）本题共有2个小题，第1小题满分6分，第2小题满分8分。

如图，某隧道设计为双向四车道，车道总宽22米，要求通行车辆限高4.5米，隧道全长2.5千米，隧道的拱线近似地看成半个椭圆形状。

（1）若最大拱高h为6米，则隧道设计的拱宽l是多少？

（2）若最大拱高h不小于6米，则应如何设计拱高h和拱宽l，才能使半个椭圆形隧道的土方工程量最小？

（半个椭圆的面积公式为
[image: image322.wmf]lh
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。柱体体积为：底面积乘以高。本题结果均精确到0.1米）
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［解］（1）如图建立直角坐标系，则点P（11，4.5）

椭圆方程为
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因此隧道的拱宽约为33.3米。

（2）［解一］由椭圆方程
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当S取最小值时，有
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此时
[image: image336.wmf]4

.

6

1

.

31

2

22

2

=

=

=

=

=

b

h

a

l

，


故当拱高约为6.4米，拱宽约为31.1米时，土方工程量最小

［解二］由椭圆方程
[image: image337.wmf]1

2

2

2

2

=

+

b

y

a

x

，得
[image: image338.wmf]1

5

.

4

11

2

2

2

2

=

+

b

a


于是
[image: image339.wmf]121

4

81

2

2

2

-

×

=

a

a

b



[image: image340.wmf]121

81

)

242

121

2

(

4

81

)

242

121

121

121

(

4

81

2

2

2

2

2

2

´

=

+

³

+

-

+

-

=

a

a

b

a


即
[image: image341.wmf]99

³

ab

，当S取最小值时，有
[image: image342.wmf]121

121

121

2

2

2

-

=

-

a

a


得
[image: image343.wmf]2

11

=

a

，
[image: image344.wmf]2

2

9

=

b

，以下同解一

17. (03年上海)（本题满分16分）本题共有3个小题，第1小题满分4分，第2小题满分5分，第3小题满分7分。

在以O为原点的直角坐标系中，点
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（1）求向量
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（3）是否存在实数
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由条件可知圆的标准方程为：
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得圆心（3，
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-

），半径为
[image: image366.wmf]10
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故所求圆的方程为
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（3）设
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为抛物线上关于直线OB对称的两点，则
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即
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18.(03广东)（每小题满分14分）
    已知常数

，在矩形ABCD中，AB＝4，BC＝4a，O为AB的中点，点E、F、G分别在BC、CD、DA上移动，且

，P为GE与OF的交点（如图）。问是否存在两个定点，使P到这两点的距离的和为定值？若存在，求出这两点的坐标及此定值；若不存在，请说明理由。



解：根据题设条件，首先求出点P坐标满足的方程，据此再判定是否存在两定点，使得P到两定点距离的和为定值。
    按题意有


    设


    由此有


    直线OF的方程为


    直线CE的方程为：


    从(1)(2)消去参数k，得点P（x，y）坐标满足方程


    整理得


    当

时，点P的轨迹为圆弧，所以不存在符合题意的两点。
    当

时，点P的轨迹为椭圆的一部分，点P到该椭圆焦点的距离的和为定长。
    当

时，点P到椭圆两个焦点

的距离之和为定值


    当

时，点P到椭圆两个焦点

的距离之和为定值2a。
19．(03天津)（本小题满分14分）

    已知常数a>0，向量c=（0，a），i=（1，0），经过原点O以c+λi为方向向量的直线与经过定点A（0，a）以i－2λc为方向向量的直线相交于点P，其中λ∈R.试问：是否存在两个定点E、F，使得|PE|+|PF|为定值.若存在，求出E、F的坐标；若不存在，说明理由.
20．本小题主要考查平面向量的概念和计算，求轨迹的方法，椭圆的方程和性质，利用方程判定曲线的性质，曲线与方程的关系等解析几何的基本思想和综合解题能力，满分14分。

    解：根据题设条件，首先求出点P坐标满足的方程，据此再判断是否存在两定点，使得点P到两定点距离的和为定值.
    ∵i=(1,0),c=(0,a),  ∴
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    因此，直线OP和AP的方程分别为  
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    消去参数
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，得点P（x,y）的坐标满足方程y (y－a)=－2a2x2 ,
    整理得
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    因为a>0，所以得：

   （i）当a=
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时，方程①是圆方程，故不存在合乎题意的定点E和F；

   （ii）当0<a<
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  （iii）当a>
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21．(03天津)（本小题满分15分）

    如图，椭圆的长轴A1A2与x轴平行，短轴B1B2在y轴上，中心为M（0，r）（
[image: image389.wmf]).
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   （Ⅰ）写出椭圆的方程，求椭圆的焦点坐标及离心率；

   （Ⅱ）直线
[image: image390.wmf]x

k

y

1

=

交椭圆于两点
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求证：
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   （Ⅲ）对于（Ⅱ）中的C，D，G，H，设CH交x轴于点P，GD交x轴于点Q.
         求证：|OP|=|OQ|.       （证明过程不考虑CH或GD垂直于x轴的情形）


18．本小主要考查直线与椭圆等基本知识，考查分析问题和解决问题的能力.满分15分.

   （Ⅰ）解：椭圆方程为
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       离心率
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（Ⅱ）证明：将直线CD的方程
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整理得
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由①，②得
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所以结论成立.

（Ⅲ）证明：设点P（p,0），点Q（q,0），由C、P、H共线，

   得
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  由D、Q、G共线，同理可得
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  变形得
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    即
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   所以
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22．(03天津)（本小题满分14分）

    有三个新兴城镇，分别位于A，B，C三点处，且AB=AC=a，BC=2b.今计划合建一个中心医院，为同时方便三镇，准备建在BC的垂直平分线上的P点处，（建立坐标系如图）

   （Ⅰ）若希望点P到三镇距离的平方和为最小，

 点P应位于何处？

   （Ⅱ）若希望点P到三镇的最远距离为最小，

         点P应位于何处？

23．(03天津)本小题主要考查函数，不等式等基本知识，考查运用数学知识分析问题和解决问题的能力.满分14分.

    （Ⅰ）解：由题设可知，
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设P的坐标为（0，
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），则P至三镇距离的平方和为
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（Ⅱ）解法一：P至三镇的最远距离为 
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  解法二:P至三镇的最远距离为  
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解法三：因为在△ABC中，AB=AC=
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所以△ABC的外心M在射线AO上，其坐标为
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   且AM=BM=CM. 当P在射线MA上，记P为P1；当P在射线MA的反向延长线上，记P为P2，

若
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重合时，P到三镇的最远距离最小.

 若
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  且P1C≥OC，P2A≥OC，所以点P与BC边中点O重合时，

P到三镇的最远距离最小为
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24．(03全国)（本小题满分14分）


已知常数
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在矩形ABCD中，AB=4，BC=4
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，O为AB的中点，点E、F、G分别在BC、CD、DA上移动，且
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，P为GE与OF的交点（如图），问是否存在两个定点，使P到这两点的距离的和为定值？若存在，求出这两点的坐标及此定值；若不存在，请说明理由.

21．根据题设条件，首先求出点P坐标满足的方程，据此再判断是否存在的两定点，使得点P到两点距离的和为定值.
按题意有A（－2，0），B（2，0），C（2，4a），D（－2，4a）设
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由此有E（2，4ak），F（2－4k，4a），G（－2，4a－4ak）直线OF的方程为：
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从①，②消去参数k，得点P（x,y）坐标满足方程
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整理得
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时，点P的轨迹为圆弧，所以不存在符合题意的两点.
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时，点P轨迹为椭圆的一部分，点P到该椭圆焦点的距离的和为定长。
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的距离之和为定值
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【模拟试题】
  1. 过抛物线

的焦点F，作弦

轴于A、B两点，则弦长

等于（    ）
    A. 6    B. 18    C. 

    D. 36

  2. 若直线

与焦点在x轴上的椭圆

总有公共点，则实数m的取值范围是（    ）
    A. （0，5）    B. （1，5）    C. 

    D. 


  3. 直线

与抛物线

只有一个公共点，则k的值为________。
  4. 直线

被椭圆

所截得的弦的中点坐标是（    ）
    A. 

    B. 

    C. 

    D. 


  5. 过点A

引抛物线

的一条弦，使该弦被A点平分，则该弦所在直线方程为（    ）
    A. 

    B. 


    C. 

    D. 


  6. 曲线C：

关于直线

对称的曲线

的方程_________。
  7. 设

且

，则

的最大值与最小值分别是（    ）
    A. 

    B. 

    C. 4，3    D. 8，6

  8. P是抛物线

上的点，F是抛物线的焦点，则点P到F与P到A

的距离之和的最小值是（    ）
    A. 3    B. 

    C. 4    D. 


  9. 已知抛物线C：


    （1）求证：抛物线C与x轴交于一定点M；
    （2）若抛物线与x轴正半轴交于N，与y轴交于P，求证：PN的斜率是一个定值；
    （3）当m为何值时，三角形PMN的面积最小，并求此最小值。
【试题答案】
  1. A    2. C    3. 

    4. A    5. B    6. 


  7. C    8. B

  9. 证明：（1）令

，得


    即


    


    所以抛物线交x轴于定点M


    （2）由（1）知，

在抛物线方程中
    又令

得


    


    所以直线PN的斜率

是一个定值。
    （3）由（2）知


                         


    

当

时，

的面积最小，其最小面积为1。
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