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高考数学总复习第一讲：函数与方程
函数描述了自然界中量的依存关系，反映了一个事物随着另一个事物变化而变化的关系和规律．函数思想的实质是剔除问题的非数学特征，用联系和变化的观点提出数学对象，抽象其数学特征，建立函数关系． 
    在解决某些数字问题时，先设定一些未知数，然后把它们当作已知数，根据题设本身各量间的制约，列出等式，所设未知数沟通了变量之间的关系，这就是方程的思想． 
    函数与方程是两个不同的概念，但它们之间有着密切的联系，一个函数若有解析表达式，那么这个表达式就可看成是一个方程．一个二元方程，两个变量存在着对应关系，如果这个对应关系是函数，那么这个方程可以看成是一个函数，一个一元方程，它的两端可以分别看成函数，方程的解即为两个函数图象交点的横坐标，因此，许多有关方程的问题可以用函数的方法解决；反之，许多有关函数的问题则可以用方程的方法解决．总之，在复习中要注意领悟蕴含在知识和解题过程中函数和方程的思想，用它来指导解题．在解题中，同时要注意从不同的角度去观察探索，寻求多种方法，从而得到最佳解题方案． 
一、例题分析

例1．已知F(x)=xα-xβ在x∈(0,1)时函数值为正数，试比较α,β的大小． 
    分析：一般情况下，F（x）可以看成两个幂函数的差．已知函数值为正数，即f1(x)=xα的图象在x∈(0,1)上位于f2(x)=xβ的图象的上方，这时为了判断幂指数α,β的大小，就需要讨论α,β的值在（1，+∞）上，或是在（0，1）上，或是在（0，1）内的常数，于是F（x）成为两个同底数指数函数之差，由于指数函数y=at(0<α<1)是减函数，又因为xα-xβ>0，所以得α<β．
例2．已知0<a<1，试比较[image: image108.png]


 的大小． 
    分析：为比较aα与(aα) α的大小，将它们看成指数相同的两个幂，由于幂函数[image: image2.png]Fx)=x0<all



 在区间[0,+∞]上是增函数，因此只须比较底数a与aα的大小，由于指数函数y=ax(0<a<1)为减函数，且1>a，所以a＜aα，从而aα<(aα) α． 
    比较aα与(aα) α的大小，也可以将它们看成底数相同（都是aα）的两个幂，于是可以利用指数函数 [image: image3.png]y=b'
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是减函数，由于1>a，得到aα<(aα) α． 
     由于a＜aα，函数y=ax(0<a<1)是减函数，因此aα>(aα) α． 
     综上， [image: image4.png](a*)®
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． 
     解以上两个例题的关键都在于适当地选取某一个函数，函数选得恰当，解决问题简单．
     例3．关于x的方程 [image: image6.png]


有实根，且根大于3，求实数a的范围． 
     分析：先将原方程化简为ax=3，但要注意0<x<3且x≠1．现将ax看成以a为底的指数函数，考虑底数a为何值时，函数值为3．如图（1），过（3，3）点的指数函数的底 [image: image7.png]


，现要求0<x<3时，ax=3，所以 [image: image8.png]ae(f3+e)



，又因为x≠1，在图（1）中，过（1，3）点的指数函数的底a=3，所以 [image: image9.png]aeGRHUG)



． 
    若将ax=3变形为 [image: image10.png]


，令 [image: image11.png]M=



，现研究指数函数a=3t，由0<x<1且x≠1，得 [image: image12.png]> 1ae
3



，如图（2），很容易得到： [image: image13.png]aeGRHUG)



． 
    通过本例，说明有些问题可借助函数来解决，函数选择得当，解决就便利． 

[image: image14.png]


          [image: image15.png]



例4．函数f(x)是定义在实数集上的周期函数，且是偶函数，已知当x∈[2,3]时，f(x)=x,则当x∈[-2,0]时，f(x)的解析式是（     ）． 
    （A）f(x)=x+4       （B）f(x)=2-x 
       （C）f(x)=3-|x+1|    （D）f(x)=3+|x+1| 
         解法一、∵f(-2)=f(2)=2   f(-1)=f(3)=3，∴只有（A）、（C）可能正确． 
      又∵f(0)=f(2)=2，∴（A）错，（C）对，选（C）． 

解法二、依题意，在区间［2，3］上，函数的图象是线段AB， 
    ∵函数周期是2， 
    ∴线段AB左移两个单位得［0，1］上的图象线段CD；再左移两个单位得［–2，1］上的图象线段EF ．
    ∵函数是偶函数，
    ∴把线段CD沿y轴翻折到左边，得［–1，0］上的图象线段FC． 
    于是由直线的点斜式方程，得函数在［–2，0］上的解析式： 
     [image: image16.png]s fore
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      [image: image17.png]rel2-1]
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     即[image: image18.png](3 +(x
PR it
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      [image: image19.png]rel2-1]
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    由于x∈[-2,-1]时，x+1≤0，x∈(-1,0)时，x+1>0，  所以y=3-|x+1|, x∈[-2,0]．
[image: image1.png]@, (@)%, a”




解法三、当x∈[-2,-1]时，x+4∈[2,3]， 
    ∵函数周期是2， 
    ∴f(x+4)=f(x)． 
    而f(x+4)=x+4， 
    ∴x∈[-2,-1]时，f(x)=x+4=3+(x+1)． 
    当x∈[-1,0]时，-x∈[0,1]， 
    且-x+2∈[2,3]． 
    ∵函数是偶函数，周期又是2， 
    ∴[image: image20.png]S =fl-x)=fl-x+2)=-x+
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 ， 
    于是在［–2，0］上， [image: image21.png](3 +(x
PR it
3-(x+1)



     [image: image22.png]rel2-1]
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． 
    由于x∈[-2,-1]时，x+1≤0，x∈(-1,0)时，x+1>0， 
    根据绝对值定义有x∈[-2,0]时，f(x)=3-|x+1|． 
    本题应抓住“偶函数”“周期性”这两个概念的实质去解决问题． 
    例5．已知y=loga(2-ax)在［0，1］上是x的减函数，则a的取值范围是（    ）． 
    （A）（0，1）  （B）（1，2）  （C）（0，2）  （D）［2，+∞］ 
    分析：设t=2-ax，则y=logat， 
    因此，已知函数是上面这两个函数的复合函数，其增减性要考查这两个函数的单调性，另外，还要考虑零和负数无对数以及参数a对底数和真数的制约作用． 
    解法一、由于a≠1，所以（C）是错误的． 
    又a=2时，真数为2–2x，于是x≠1，这和已知矛盾，所以（D）是错的．
当0<a<1时，t=2-ax是减函数，而y=logat也是减函数， 
    故y=loga(2-ax)是x的增函数，所以（A）是错的． 
    于是应选（B）． 
    解法二、设t=2-ax，y=logat 
       由于a>0，所以t=2-ax是x的减函数， 
    因此，只有当a>1，y=logat是增函数时，y=loga(2-ax)在［0，1］上才是减函数； 
    又x=1时，y=loga(2-a)， 
    依题意，此时，函数有定义，故2–a>0 
       综上可知：1<a<2， 
    故应选（B）． 
    例6．已知[image: image23.png]F =2
1+x



 ，函数y=g(x)的图象与函数y=f-1(x+1)的图象关于y’=x对称，则g(5)=_____________- 
      解法一、由[image: image24.png]


 去分母，得[image: image25.png]y+xy=



 ，解出x，得[image: image26.png]x=
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 ， 
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 ，于是[image: image28.png]e
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 ， 
    设[image: image29.png]


 ，去分母得，[image: image30.png]3y+xy=



 ，解出x，得[image: image31.png]1
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 ， 
    ∴[image: image32.png]K¢
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 的反函数[image: image33.png]£ =
1+x



 ． 
    ∴[image: image34.png]


 ． 
    解法二、由[image: image35.png]y=7Tx+n



 ，则[image: image36.png]FO) = AL x+ D)



 ， 
    ∴[image: image37.png]FO=x+1



 ，∴[image: image38.png]


 ．
即[image: image39.png]y=7Tx+n



 的反函数为[image: image40.png]


 ， [image: image107.png]



    根据已知：[image: image41.png]g(x)=f(x-1



 
    ∴[image: image42.png]HORF O 1-1
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 ． 

解法三、如图，f(x)和f-1(x)互为反函数，当f-1(x)的图象沿x轴负方向平移一个单位时，做为“镜面”的另一侧的“象”f(x)的图象一定向下平移1个单位，因此f-1(x+1)的图象与f(x)-1的图象关于y=x对称． 
    故f-1(x+1)的反函数是g(x)=f(x)-1， 
    ∴[image: image43.png]- /9-1--2



 ．
本解法从图象的运动变化中，探求出f-1(x+1)的反函数，体现了数形结合的优势出

二、巩固练习

（1） 已知函数[image: image44.png]Jx)=ax® +(2a-Dx-3



 在区间[image: image45.png]


 上的最大值为1，求实数a的值． 
（1）解：f(x)在区间[image: image46.png]


 上最大值可能在端点外取得，也可能在顶点外取得，[image: image47.png]


 ，[image: image48.png]


 ，而顶点横坐标[image: image49.png]


 ，最大值在顶点外取得，故此解舍去． 
     当最大值为f(2)时，f(2)=1，[image: image50.png]e



 ，顶点在[image: image51.png]


应在区间右端点取得最大值，此解合理． 
     当最大值在顶点处取得时，由[image: image52.png]-12a - a-1)? -1
da



 ，解得[image: image53.png]


 ，当[image: image54.png]-3+342
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 ，此时，顶点不在区间[image: image55.png]


内，应舍去． 
     综上，[image: image56.png]-3-32



 ． 


    （2）函数[image: image57.png]7
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 的定义域是［a，b］，值域也是［a，b］，求a.b的值．2）解：y=f(x)的图象如图，分三种情况讨论． 
    当a<b≤0时，f(x)为递增函数，有[image: image58.png]@ =tat ]
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 ， 
    解得，[image: image59.png]_-3- ﬁ _-3+437




 ，由于b>0，应舍去． 
    当0≤a<b时，f(x)为递减函数， 
    有[image: image60.png]


 ，解得：a=1，b=2． 
    当a<0<b时，f(x)最大值在顶点处取得，故[image: image61.png]


 ，[image: image62.png]-rdy-K
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 ，所以最小值应在a处取得．     （2）解：y=f(x)的图象如图，分三种情况讨论． 
    当a<b≤0时，f(x)为递增函数，有[image: image63.png]@ =tat ]
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 ， 
    解得，[image: image64.png]_-3- ﬁ _-3+437




 ，由于b>0，应舍去． 
    当0≤a<b时，f(x)为递减函数， 
    有[image: image65.png]


 ，解得：a=1，b=2． 
    当a<0<b时，f(x)最大值在顶点处取得，故[image: image66.png]


 ，[image: image67.png]-rdy-K
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 ，所以最小值应在a处取得． 
    [image: image68.png]_/(a):’%az +%:a



 ，解得：[image: image69.png]


 ， 
    综上，[image: image70.png]


   或  [image: image71.png]



    （3）求函数[image: image72.png]


 的最小值．    解（3）分析：由于对数的底已明确是2，所以只须求[image: image73.png]


 的最小值． 
   （3）解法一：∵[image: image74.png]


 ，∴x>2． 
    设[image: image75.png]


 ，则[image: image76.png]2 —px+2p=0



 ， 
    由于该方程有实根，且实根大于2， 
    ∴[image: image77.png]


 解之，μ≥8． 
    当μ=8时，x=4，故等号能成立． 
    于是log2≥0且x=4时，等号成立，因此[image: image78.png]


 的最小值是3． 
    解法二：∵[image: image79.png]


 ，∴x>2 
       设[image: image80.png]


 ，则[image: image81.png]
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       ∴μ≥8且[image: image84.png]


 ，即x=4时，等号成立， 
    ∴log2μ≥3且x=4时，等号成立． 
    故[image: image85.png]


 的最小值是3． 

    （4）已知a>0,a≠1，试求方程[image: image86.png]2
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 有解时k的取值范围． 4）解法一：原方程[image: image87.png]
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    由②可得：[image: image89.png]2kx=a(l+ k")



   ③， 
    当k=0时，③无解，原方程无解； 
    当k≠0时，③解为[image: image90.png]2
T
o




 ，代入①式，[image: image91.png]2
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    [image: image92.png]c@cﬂ<0©k<7m0<k<l



 ． 

解法二：原方程[image: image93.png]& log, (x—ak) =log, Jx* -a



 ， 
    原方程有解，应方程组
    [image: image94.png]ARG > 0)




， 
    即两曲线有交点，那么ak<-a或0<ak<a(a>0) 
      ∴k<-1或0<k<1．[image: image95.png]



    （5）设函数[image: image96.png]F@) = +1-axa >0)



 
    （Ⅰ）解不等式f(x)≤1 
       （Ⅱ）求a的取值范围，使f(x)在[0,+∞]上是单调函数． 

5）解（Ⅰ），不等式f(x≤1)，即[image: image97.png]NxP+l<lvax



 
    由此得：1≤1+ax即ax≥0，其中常数a>0， 
    ∴原不等式[image: image98.png]


 即[image: image99.png]x20
(@ -Dx+2a220



 
    ∴当0<a<1时，所给不等式解集为[image: image100.png]


 ， 
    当a≥1时，所给不等式解集为{x|x≥0}． 
    （Ⅱ）在区间[0,+∞)上任取x1,x2，使得x1<x2， 
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    （ⅰ）当a≥1时， 
    ∵[image: image102.png]ntx
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        ∴[image: image103.png]ntx
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        又[image: image104.png]xn-x <0



 
    ∴[image: image105.png]Flx) - Flx) >0



 
        所以，当a≥1时，函数f(x)在区间[0,+∞)上是单调递减函数． 
    （ⅱ）当0<a<1时，在[0,+∞)上存在两点[image: image106.png]


 满足f(x1)=1,f(x2)=1 ，即f(x1)=f(x2)，∴函数f(x)在区间[0,+∞)上不是单调函数．
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