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第4讲   三角问题的题型与方法
（3课时）
一、考试内容

角的概念的推广，弧度制； 任意角的三角函数，单位圆中的三角函数线，同角三角函数的基本关系式：sin
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a=1， sin a/cos a=tan a，  tan a cot a=1，正弦、余弦的诱导公式；两角和与差的正弦、余弦、正切，二倍角的正弦、余弦、正切；正弦函数、余弦函数的图象和性质，周期函数，函数y=Asin(ωx+ψ)的图象，正切函数的图象和性质，已知三角函数值求角；正弦定理，余弦定理，斜三角形解法举例。
 二、考试要求
    1．理解任意角的概念、弧度的意义，能正确地进行弧度与角度的换算。
    2．掌握任意角的正弦、余弦、正切的定义，了解余切、正割、余割的定义，掌握同解三角函数的基本关系式，掌握正弦、余弦的诱导公式，理解周期函数与最小正周期的意义。
    3．掌握两角和与两角差的正弦、余弦、正切公式，掌握二倍角的正弦、余弦、正切公式。
    4．能正确运用三角公式，进行简单三角函数式的化简、求值和恒等式证明。
    5．了解正弦函数、余弦函数、正切函数的图象和性质，会用“五点法”画正弦函数、余弦函数和函数y=Asin(ωx+ψ)的简图，理解A、ω、ψ的物理意义。
    6．会由已知三角函数值求角，并会用符号arcsin x, arcos x,arctan x表示。
    7．掌握正弦定理、余弦定理，并能初步运用它们解斜三角形，能利用计算器解决解三角形的计算问题。
三、复习目标

1．熟练掌握三角变换的所有公式，理解每个公式的意义，应用特点，常规使用方法等．
2．熟悉三角变换常用的方法——化弦法，降幂法，角的变换法等．并能应用这些方法进行三角函数式的求值、化简、证明．
3．掌握三角变换公式在三角形中应用的特点，并能结合三角形的公式解决一些实际问题．
4．熟练掌握正弦函数、余弦函数、正切函数、余切函数的性质，并能用它研究复合函数的性质．
5．熟练掌握正弦函数、余弦函数、正切函数、余切函数图象的形状、
[image: image3.png]EHEHy = & dn(wx + o) ISR,




6．理解图象平移变换、伸缩变换的意义，并会用这两种变换研究函数图象的变化．
四、双基透视

（一）三角变换公式的使用特点
1．同角三角函数关系式
(1)理解公式中“同角”的含义．
(2)明确公式成立的条件。

例如，tan
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(3)掌握公式的变形．特别需要指出的是 sinα=tanα·cosα，

cosα=cotα·sinα．它使得“弦”可以用“切”来表示．
(4)使用这组公式进行变形时，经常把“切”、“割”用“弦”表示，即化弦法，这是三角变换非常重要的方法．
(5)几个常用关系式
①sinα+cosα，sinα-cosα，sinα·cosα；(三式之间可以互相表示．)
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同理可以由sinα-cosα或sinα·cosα推出其余两式．

②
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2．诱导公式
(1)诱导公式中的角是使公式成立的任意角．
(2)正确使用诱导公式的关键是公式中符号的确定．
(3)sin(kπ+α)=(-1)ksinα；cos(kπ+α)=(-1)kcosα(k∈Z)．

⑷熟记关系式
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3．两角和与差的三角函数
(1)公式不但要会正用，还要会逆用．             (2)公式的变形应用要熟悉．
熟记：tanα+tanβ=tan(α+β)(1-tanα·tanβ)，它体现了两个角正切的和与积的关系．
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(3)角的变换要能灵活应用，如α=(α+β)-β，β=α-(α-β)，2α=(α+β)+(α-β)等．
4．倍角公式，半角公式
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(2)使用二倍角的正弦、余弦公式时，公式的选择要准确．
如已知sinα，cosα，tanα求cos2α时，应分别选择cos2α=1
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(3)余弦的二倍角公式的变形——升幂公式、降幂公式必须熟练掌握．要明确，降幂法是三角变换中非常重要的变形方法．
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对sin3α，cos3α的公式应记住．
(4)使用正弦、余弦的半角公式时，要注意公式中符号的确定方法．正
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在使用无理表达式时，须要确定符号；在使用两个有理表达式时，无须确定符号，这是与选用无理表达式最大的区别，因此在化简、证明题中，
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5．和差化积、积化和差公式，这两组公式现在不要求记忆，但要会使用．

(1)要明确，这两组公式是解决正、余弦的加、减、乘的运算关系式．
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(3)对下列关系式要熟记：[image: image22.png]sinC % cosl =





6．三角变换：
三角函数式的恒等变形或用三角式来代换代数式称为三角变换．

三角恒等变形是以同角三角公式，诱导公式，和、差、倍、半角公式，和差化积和积化和差公式，万能公式为基础．

三角代换是以三角函数的值域为根据，进行恰如其分的代换，使代数式转化为三角式，然后再使用上述诸公式进行恒等变形，使问题得以解决．
7．三角形中的三角变换
三角形中的三角变换，除了应用上述公式和上述变换方法外，还要注意三角形自身的特点．

(1)角的变换
因为在△ABC中，A+B+C=π，所以
sin(A+B)=sinC；cos(A+B)=-cosC；tan(A+B)=-tanC．
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(2)三角形边、角关系定理及面积公式，正弦定理，余弦定理．
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r为三角形内切圆半径，p为周长之半．
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在非直角△ABC中，tanA+tanB+tanC=tanA·tanB·tanC．
(4)在△ABC中，熟记并会证明：
∠A，∠B，∠C成等差数列的充分必要条件是∠B=60°．
△ABC是正三角形的充分必要条件是∠A，∠B，∠C成等差数列且a，b，c成等比数列．
8．三角形的面积公式：
（1）△＝
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（2）△＝
[image: image29.wmf]2

1

absinC＝
[image: image30.wmf]2

1

bcsinA＝
[image: image31.wmf]2

1

acsinB．

（3）△＝
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（4）△＝2R2sinAsinBsinC． （R为外接圆半径）

（5）△＝
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（7）△＝r·s．
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9．直角三角形中各元素间的关系：
如图，在△ABC中，C＝90°，AB＝c，AC＝b，BC＝a．

（1）三边之间的关系：a2＋b2＝c2．（勾股定理）

（2）锐角之间的关系：A＋B＝90°；

（3）边角之间的关系：（锐角三角函数定义）

sinA＝cosB＝
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10．斜三角形中各元素间的关系:

如图6-29，在△ABC中，A、B、C为其内角，a、b、c分别表示A、B、C的对边．

（1）三角形内角和：A＋B＋C＝π．

（2）正弦定理：在一个三角形中，各边和它所对角的正弦的比相等.
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（R为外接圆半径）

（3）余弦定理：三角形任何一边的平方等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦的积的两倍．

a2＝b2＋c2－2bccosA，

b2＝c2＋a2－2cacosB，

c2＝a2＋b2－2abcosC．

（4）射影定理：a＝b·cosC＋c·cosB，

b＝a·cosC＋c·cosA，

c＝a·cosB＋c·cosA．

11．解三角形：由三角形的六个元素（即三条边和三个内角）中的三个元素（其中至少有一个是边）求其他未知元素的问题叫做解三角形．广义地，这里所说的元素还可以包括三角形的高、中线、角平分线以及内切圆半径、外接圆半径、面积等等．解三角形的问题一般可分为下面两种情形：若给出的三角形是直角三角形，则称为解直角三角形；若给出的三角形是斜三角形，则称为解斜三角形．

解斜三角形的主要依据是：

设△ABC的三边为a、b、c，对应的三个角为A、B、C．

（1）角与角关系：A+B+C = π，

（2）边与边关系：a + b > c，b + c > a，c + a > b，a－b < c，b－c < a，c－a > b．

（3）边与角关系：

正弦定理  
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余弦定理  c2 = a2+b2－2bccosC，b2 = a2+c2－2accosB，a2 = b2+c2－2bccosA．
它们的变形形式有：a = 2R sinA，
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（4）面积公式：
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解斜三角形的常规思维方法是：

（1）已知两角和一边（如A、B、C），由A+B+C = π求C，由正弦定理求a、b．

（2）已知两边和夹角（如a、b、c），应用余弦定理求c边；再应用正弦定理先求较短边所对的角，然后利用A+B+C = π，求另一角．

（3）已知两边和其中一边的对角（如a、b、A），应用正弦定理求B，由A+B+C = π求C，再由正弦定理或余弦定理求c边，要注意解可能有多种情况．

（4）已知三边a、b、c，应余弦定理求A、B，再由A+B+C = π，求角C．

（二）三角函数性质的分析
1．三角函数的定义域
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这两种表示法都需要掌握．即角x不能取终边在y轴上的角．
函数y=cotx的定义域是x≠π或(kπ，kπ+π)(k∈Z)，这两种表示法都需要掌握．即角x不能取终边在x轴上的角．
(2)函数y=secx、y=cscx的定义域分别与y=tanx、y=cotx相同．
2．三角函数的值域
(1)由|sinx|≤1、|cosx|≤1得函数y=cscx、y=secx的值域是|cscx|≥1、|secx|≥1．
(2)复合三角函数的值域问题较复杂，除了代数求值域的方法都可以适用外，还要注意三角函数本身的特点，特别是经常需要先进行三角变换再求值域．
常用的一些函数的值域要熟记．
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③y=tanx+cotx∈(-∞，-2]∪[2，+∞)．
3．三角函数的周期性
(1)对周期函数的定义，要抓住两个要点：
①周期性是函数的整体性质，因此f(x+T)=f(x)必须对定义域中任一个x成立时，非零常数T才是f(x)的周期．
②周期是使函数值重复出现的自变量x的增加值．
因为sin(2kπ+x)=sinx对定义域中任一个x成立，所以2kπ(k∈Z，k≠0)是y=sinx的周期，最小正周期是2π．
同理2kπ(k∈Z，k≠0)是y=cosx的周期，最小正周期是2π．
因为tan(kπ+x)=tanx对定义域中任一个x成立，所以kπ(k∈Z，k≠0)是y=tanx的周期，最小正周期是π．
同理kπ(k∈Z，k≠0)是y=cotx的周期，最小正周期是π．
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(3)三角函数的周期性在三角函数性质中的作用
①函数的递增或递减区间周期性的出现，每一个三角函数，都有无数个递增或递减区间，这些递增区间互不连接，递减区间也互不连接．
②函数的最大、最小值点或使函数无意义的点周期性变化．
③因为三角函数是周期函数，所以画三角函数图象时，只须画一个周期的图象即可．
4．三角函数的奇偶性，单调性
研究函数的单调性，关键是求函数的单调区间．
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5．三角函数的图象
(1)画三角函数的图象应先求函数的周期，然后用五点法画出函数一个周期的图象．
(2)函数y=sinx，y=cosx，y=tanx，y=cotx　 图象的对称中心分别为
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∈Z)的直线．
五、思想方法

1.三角函数恒等变形的基本策略。

（1）常值代换：特别是用“1”的代换，如1=cos2θ+sin2θ=tanx·cotx=tan45°等。

（2）项的分拆与角的配凑。如分拆项：sin2x+2cos2x=(sin2x+cos2x)+cos2x=1+cos2x；配凑角：α=（α+β）－β，β=
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（3）降次与升次。即倍角公式降次与半角公式升次。

（4）化弦（切）法。将三角函数利用同角三角函数基本关系化成弦（切）。

（5）引入辅助角。asinθ+bcosθ=
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所在象限由a、b的符号确定，
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（6）万能代换法。巧用万能公式可将三角函数化成tan
[image: image61.wmf]2
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2.证明三角等式的思路和方法。

（1）思路：利用三角公式进行化名，化角，改变运算结构，使等式两边化为同一形式。

（2）证明方法：综合法、分析法、比较法、代换法、相消法、数学归纳法。

3.证明三角不等式的方法：比较法、配方法、反证法、分析法，利用函数的单调性，利用正、余弦函数的有界性，利用单位圆三角函数线及判别法等。

4.解答三角高考题的策略。

（1）发现差异：观察角、函数运算间的差异，即进行所谓的“差异分析”。

（2）寻找联系：运用相关公式，找出差异之间的内在联系。

（3）合理转化：选择恰当的公式，促使差异的转化。

六、注意事项
对于三角函数进行恒等变形，是三角知识的综合应用，其题目类型多样，变化似乎复杂，处理这类问题，注意以下几个方面：

1．三角函数式化简的目标：项数尽可能少，三角函数名称尽可能少，角尽可能小和少，次数尽可能低，分母尽可能不含三角式，尽可能不带根号，能求出值的求出值．

2．三角变换的一般思维与常用方法．

注意角的关系的研究，既注意到和、差、倍、半的相对性，如
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．也要注意题目中所给的各角之间的关系．

注意函数关系，尽量异名化同名、异角化同角，如切割化弦，互余互化，常数代换等．

熟悉常数“1”的各种三角代换：
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注意万能公式的利弊：它可将各三角函数都化为
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的代数式，把三角式转化为代数式．但往往代数运算比较繁．

熟悉公式的各种变形及公式的范围，如

 sin α = tan α · cos α ，
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利用倍角公式或半角公式，可对三角式中某些项进行升降幂处理，如
[image: image67.wmf]2

sin

2

cos

1

2

a

a

=

-

，
[image: image68.wmf]2

2

cos

2

sin

sin

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

a

a

a

，
[image: image69.wmf]2

2

cos

2

sin

sin

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

a

a

a

等．从右到左为升幂，这种变形有利用根式的化简或通分、约分；从左到右是降幂，有利于加、减运算或积和（差）互化．

3．几个重要的三角变换：

sin α cos α可凑倍角公式；   1±cos α可用升次公式；

1±sin α 可化为
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）这一公式应用广泛，熟练掌握．

4. 单位圆中的三角函数线是三角函数值的几何表示，四种三角函数y = sin x、y = cos x、y = tan x、y = cot x的图象都是“平移”单位圆中的三角函数线得到的，因此应熟练掌握三角函数线并能应用它解决一些相关问题．

5. 三角函数的图象的掌握体现在：把握图象的主要特征（顶点、零点、中心、对称轴、单调性、渐近线等）；应当熟练掌握用“五点法”作图的基本原理以及快速、准确地作图．

6.三角函数的奇偶性

“函数y = sin (x＋φ) （φ∈R）不可能是偶函数”．是否正确．

分析：当
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，这个函数显然是偶函数．因此，这个判断是错误的．我们容易得到如下结论：

① 函数y = sin (x＋φ)是奇函数
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② 函数y = sin (x＋φ)是偶函数
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③ 函数y =cos (x＋φ)是奇函数
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④ 函数y = cos (x＋φ)是偶函数
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7.三角函数的单调性

“正切函数f (x) = tan x，
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是定义域上的增函数”，是否正确．

分析：我们按照函数单调性的定义来检验一下：

任取
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，显然x1＜x2，但f (x1 )＞0＞f (x2 )，与增函数的定义相违背，因此这种说法是不正确的．

观察图象可知：在每一个区间
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 EMBED Equation.3  [image: image85.wmf](
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上，f (x ) = tan x都是增函数，但不能说f (x ) = tan x在其定义域上是增函数．

七、范例分析

例1、已知
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说明：利用齐次式的结构特点（如果不具备，通过构造的办法得到），进行弦、切互化，就会使解题过程简化。
例2、已知函数f(x)=tan(
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（1）求f(x)的定义域和值域；

（2）在（－π，π）中，求f(x)的单调区间；

（3）判定方程f(x)=tan
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B
∴f(x)的值域是（－∞，+∞）。

（2）由f(x)的定义域知，f(x)在[0，π]中的x=
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说明：本题是正弦函数与正切函数的复合。（1）求f(x)的定义域和值域，应当先搞清楚y=
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例3 、已知函数
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说明：三角函数作为函数，其定义域和值域也是它的要素，要待定表达式中的常数值，需注意常数变化对值域的影响．
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说明：方程组的思想是解题时常用的基本思想方法；在解题时不要忘记三角函数的周期性。

例5、已知:sin3α+cos3α=1，求sinα+cosα; sin4α+cos4α;sin6α+cos6α的值。

解法一：令sinα+cosα=t，则sinα·cosα=
[image: image229.wmf]2
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∴sin3α+cos3α=(sinα+cosα)(sin2α－sinα·cosα+cos2α)

=t·(1－
[image: image230.wmf]2
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t

)=1，得：

t3－3t+2=0
[image: image231.wmf]Þ

(t－1)2·(t+2)=0
∵t≠－2  ∴t=sinα+cosα=1，且sinα·cosα=
[image: image232.wmf]2
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=0。

∴sin4α+cos4α=(sin2α+cos2α)2 – 2sin2α·cos2α=1－2·0=1

sin6α+cos6α=(sin2α+cos2α)(sin4α－sin2α·cos2α+cos4α)=1

解法二：∵sin3α≤sin2α,cos3α≤cos2α
∴sin3α+cos3α≤sin2α+cos2α=1

等号当且仅当
[image: image233.wmf]ï
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 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]î
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[image: image236.wmf]î
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∴sinα+cosα=sin4α+cos4α=sin6α+cos6α=1

说明：（1）凡是遇到sinx+cosx与sinx·cosx类的问题，均应采用换元法，令sinx+cosx=t，得sinx·cosx=
[image: image237.wmf]2
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t

。

（2）三角中的恒等变形与初中所学整式的恒等变形结合是解本题的关键所在。

（3）本题还可推广到一般情形：若k≥2且sin2k－1α+cos2k－1α=1，则sinα=1，cosα=0或sinα=0,cosα=1，若sin2kα+cos2kα=1，则sinα=±1，cosα=0或sinα=0,cosα=±1。

例6、设f(x)=tanx,x∈(0, 
[image: image238.wmf]2
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),若x1，x2∈(0,
[image: image239.wmf]2
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),且x1≠x2,证明：
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证明:tanx1+ tanx2=
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    ∵x1,x2∈（0，
[image: image246.wmf]2

p

），且x1≠x2
∴2sin(x1+x2)>0,cosx1·cosx2>0,0<cos(x1－x2)<1

从而有0<cos(x1+x2)+cos(x1－x2)<1+cos(x1+x2)

∴tan x1+tanx2>
[image: image247.wmf])
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另证：以上是采用化弦，放缩后利用公式tan
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说明：在三角函数恒等式、条件等式、不等式证明中，常采用化弦法。本题解法一是化弦，了解决把两个分数的单角转化为和角，同时又使函数值适当缩小。

[image: image731.wmf]f

例7、如图，A、B是一矩 OEFG边界上不同的两点，且∠AOB=45°,OE=1,EF=
[image: image278.wmf]3

，设∠AOE=α.

（1）写出△AOB的面积关于α的函数关系式f(α); 
（2）写出函数f(x)的取值范围。

解：（1）∵OE=1，EF=
[image: image279.wmf]3


∴∠EOF=60°

当α∈[0，15°]时，△AOB的两顶点A、B在E、F上，且AE=tanα,BE=tan(45°+α)

∴f(α)=S△AOB=
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当a∈（15°,45°]时，A点在EF上，B点在FG上，且OA=
[image: image283.wmf]a
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综上得：f(α)= 
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（2）由（1）得：当α∈[0，
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且当α=0时，f(α)min=
[image: image295.wmf]2
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时，f(α)max=
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且当α=
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时，f(α) min=
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；当α=
[image: image309.wmf]4

p

时，f(α) max=
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所以f(x) ∈[
[image: image311.wmf]2
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,
[image: image312.wmf]2
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]。

说明：三角函数与其他数学知识有着紧密的关系，它几乎渗透了数学的每一个分支。练习时注意三角函数的综合应用。

例8、 已知函数y=
[image: image313.wmf]2
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cos2x+
[image: image314.wmf]2

3

sinx·cosx+1  （x∈R）,

（1）当函数y取得最大值时，求自变量x的集合；

（2）该函数的图像可由y=sinx(x∈R)的图像经过怎样的平移和伸缩变换得到？

解：（1）y=
[image: image315.wmf]2
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所以y取最大值时，只需2x+
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=
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+2kπ,（k∈Z），即  x=
[image: image332.wmf]6
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所以当函数y取最大值时，自变量x的集合为{x|x=
[image: image333.wmf]6

p

+kπ,k∈Z}

（2）将函数y=sinx依次进行如下变换：

（i）把函数y=sinx的图像向左平移
[image: image334.wmf]6

p

，得到函数y=sin(x+
[image: image335.wmf]6

p

)的图像；

（ii）把得到的图像上各点横坐标缩短到原来的
[image: image336.wmf]2
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倍（纵坐标不变），得到函数y=sin(2x+
[image: image337.wmf]6
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)的图像；

（iii）把得到的图像上各点纵坐标缩短到原来的
[image: image338.wmf]2

1

倍（横坐标不变），得到函数y=
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（iv）把得到的图像向上平移
[image: image341.wmf]4
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个单位长度，得到函数y=
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综上得到y=
[image: image345.wmf]2
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sinxcosx+1的图像。

说明：本题是2000年全国高考试题，属中档偏容易题，主要考查三角函数的图像和性质。这类题一般有两种解法：一是化成关于sinx,cosx的齐次式，降幂后最终化成y=
[image: image347.wmf]2
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)+k的形式，二是化成某一个三角函数的二次三项式。本题（1）还可以解法如下：当cosx=0时，y=1；当cosx≠0时，y=
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化简得：2(y－1)tan2x－
[image: image351.wmf]3

tanx+2y－3=0

∵tanx∈R，∴△=3－8(y－1)(2y－3) ≥0,解之得：
[image: image352.wmf]4
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∴ymax=
[image: image354.wmf]4
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，此时对应自变量x的值集为{x|x=kπ+
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例9、已知函数
[image: image356.wmf].
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   （Ⅰ）将f(x)写成
[image: image357.wmf])
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的形式，并求其图象对称中心的横坐标；

   （Ⅱ）如果△ABC的三边a、b、c满足b2=ac，且边b所对的角为x，试求x的范围及此时函数f(x)的值域.
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即对称中心的横坐标为
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综上所述，
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说明：本题综合运用了三角函数、余弦定理、基本不等式等知识，还需要利用数形结合的思想来解决函数值域的问题，有利于培养学生的运算能力，对知识进行整合的能力。

例10、设二次函数
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（1） 求证：
[image: image371.wmf]1

-

=

+

c

b

；

（2） 求证：
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（3） 若函数
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（3）由题意可知： 
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由  ① ，② 可得    b = 
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说明：赋值法在解决有关恒成立问题时经常用到，利用函数的单调性往往能使问题得以顺利解决。

例11、已知函数
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（1） 求函数y的最大值，并求此时x的值.

（2） 该函数的图象可由
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的图象经过怎样的平移和伸缩变换得到？
解：（1） 
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（2）将函数
[image: image396.wmf]x
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的图象依次进行如下变换：

① 把函数
[image: image397.wmf]x
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的图象向左平移
[image: image398.wmf]6
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，得到函数
[image: image399.wmf])
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的图象；
② 把得到的图象上各点横坐标缩短到原来的
[image: image400.wmf]2

1

倍（纵坐标不变），得到函数


[image: image401.wmf])
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的图象；
③ 把得到的图象上各点纵坐标缩短到原来的
[image: image402.wmf]2
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倍（横坐标不变），得到函数
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④把得到的图象向上平移
[image: image404.wmf]4
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个单位长度，得到函数
[image: image405.wmf])
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[image: image406.wmf]4
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综上得函数
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的图象. 

说明：图象变换是否熟练、准确是解决三角函数问题的关键，要求学生要熟练掌握。
[image: image732.wmf]a


例12、化工厂的主控制表盘高1米，表盘底边距地面2米，问值班人员坐在什么位置上表盘看得最清楚？（设值班人员坐在椅子上时，眼睛距地面1.2米）.

解：如图，
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.

0

2

.

1

2

=

-

=

CD

，设
[image: image409.wmf]x

AD

=

，则


[image: image410.wmf]x

x

AD

BD

8

.

1

8

.

0

1

tan

=

+

=

=

a

，


[image: image411.wmf]x

AD

CD

8

.

1

tan

=

=

b

， 

[image: image733.png]



[image: image412.wmf]b

a

b

a

b

a

f

tan

tan

1

tan

tan

)

tan(

tan

+

-

=

-

=

Q

， 
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当
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[image: image416.wmf]f
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达到最大值
[image: image417.wmf]4
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，
[image: image418.wmf]f

是锐角，
[image: image419.wmf]f
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[image: image420.wmf]f

也最大，所以值班人员看表盘最清楚的位置为
[image: image421.wmf]2
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说明：欲在表盘看得清楚，人眼距表盘水平距离AD应使视角达到最大。合理利用角的关系，建立目标函数，是本题的关键。

例13、平面直角坐标系有点
[image: image422.wmf]]
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（1） 求向量
[image: image423.wmf]OP

和
[image: image424.wmf]OQ

的夹角
[image: image425.wmf]q

的余弦用
[image: image426.wmf]x

表示的函数
[image: image427.wmf])
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（2） 求
[image: image428.wmf]q

的最值.
解：（1）
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              即   
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（2）
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说明：三角函数与向量之间的联系很紧密，解题时要时刻注意。

例14、已知：定义在
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均成立，求实数
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解：由题意可得   
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说明：利用三角函数的值域来求解变量的取值范围，是较为常见的解题思路，在利用单调性列出不等式时，不能忘记函数的定义域。

七、强化训练

1．（2003 江苏）已知x((
[image: image457.wmf]2

p

-

,0),cosx=
[image: image458.wmf]5
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,则tan2x =    ------------------------------(       )

A.  
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   B.    
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    D.
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2．（2003北京春季）在(ABC中，已知A、B、C成等差数列，求 
[image: image463.wmf]2
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3．（2003北京）已知函数
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（1） 求f(x)的最小正周期;

（2） 若x([0, 
[image: image465.wmf]2

p

],求f(x)的最大值，最小值.

4、（2002江苏）在
[image: image466.wmf])
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取值范围为-----------------（     ）
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5、（2002上海）函数
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的大致图象是----------------------（     ）
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6、（2002北京）已知
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是定义在
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上的奇函数，当
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的图象如图所示，那么不等式
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的解集是---------------------------------------------------（     ）
(A) 
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(C) 
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[image: image482.wmf])

3

,

1

(

)

1

,

0

(

)

2

,

3

(

È

È

-

-

p


7、已知sinα>sinβ，那么下列命题成立的是（    ）
A.若α、β是第一象限角，则cosα>cosβ
B.若α、β是第二象限，则tanα>tanβ
C.若α、β是第三象限角，则cosα>cosβ
D.若α、β是第四象限角，则tanα>tanβ

8、下列命题中正确的是（    ）

A.y=tanx是增函数


B.y=sinx在第一象限是增函数

C.y=
[image: image483.wmf]2

p

－arccosx是奇函数

D.y=sinx的反函数是y=arcsinx

9、函数y=sin(2x+
[image: image484.wmf]3

p

)的图象是由函数y=sin2x的图像（    ）

A.向左平移
[image: image485.wmf]3

p

单位


B.向右平移
[image: image486.wmf]6
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单位

C.向左平移
[image: image487.wmf]6
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D.向右平移
[image: image488.wmf]6
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10、要得到函数
[image: image489.wmf]÷
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的图象，可以将函数y = 3 sin2 x的图象(  )

A. 沿x轴向左平移
[image: image490.wmf]8
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单位    B. 沿x轴向右平移
[image: image491.wmf]8
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C. 沿x轴向左平移
[image: image492.wmf]4

p

单位    D. 沿x轴向右平移
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11、图04是函数y =2 sin (ωx＋φ)（
[image: image494.wmf]0
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）的图象．则ω、φ的值是（　　　）
A．
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12、△ABC中，若∠A，∠B，∠C顺序成等差数列，则cos2A+cos2C的取值范围是______．
13、
[image: image503.wmf]5
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，
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，求tan x的值．
14、（1）已知sin(
[image: image505.wmf]4
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+α)·sin(
[image: image506.wmf]4

p

－α)=
[image: image507.wmf]6
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, α∈(
[image: image508.wmf]2
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,π)，求sin4α；

（2）已知 cos(x+
[image: image509.wmf]4
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)=
[image: image510.wmf]5
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,
[image: image511.wmf]4
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15、某观测站C在城A的南20˚西的方向上，由A城出发有一条公路，走向是南40˚东，在C处测得距C为31千米的公路上B处有一人正沿公路向A城走去，走了20千米后，到达D处，此时C、D间距离为21千米，问这人还需走多少千米到达A城？

16、△ABC中，∠A，∠B，∠C所对的边分别为a，b，c，若a，b，c顺序成等差数列，且∠A-∠C=120°，求sinA，sinC．
17、如图03，三棱锥P-ABC的底面ABC为等腰三角形，AB = AC = a ，侧棱长均为2a，问BC为何值时，三棱锥P-ABC的体积V最大，最大值是多少？

18、已知⊙O的半径为R，，在它的内接三角形ABC中，有
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成立，求△ABC面积S的最大值．

八、参考答案

1.  D   

2. 
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3. 
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 （1）
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 EMBED Equation.3  [image: image524.wmf]]
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 ， 此时  
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4. C    5.C     6.B.
7、当α，β∈（0，
[image: image530.wmf]2

p

）时，由sinα>sinβ得α>β，此时cosα<cosβ；当α,β∈(
[image: image531.wmf]2

p

,π)时，由sinα>sinβ得,α<β，此时tanα<tanβ;当α，β∈（π，
[image: image532.wmf]2

3

p

）时，由sinα>sinβ得，α<β，此时cosα<cosβ；而对于α，β是第四象限角，由sinα>sinβ
[image: image533.wmf]Þ

sin2α<sin2β
[image: image534.wmf]Þ

1－cos2α<1－cos2β
[image: image535.wmf]Þ

cos2α>cos2β
[image: image536.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3  [image: image539.wmf]Þ

tan2α<tan2β  ∵tanα<0,tanβ<0
[image: image540.wmf]Þ

tanα>tanβ。故答案选D。

8、y=tanx在每一个定义区间上都是增函数，但在其定义域内并不是增函数；y=sinx在第一象限的每个区间上都是增函数，但在第一象限上并不是增函数；y=arcsinx只是y=sinx，x∈[－
[image: image541.wmf]2

p

,
[image: image542.wmf]2

p

]的反函数；令f(x)= 
[image: image543.wmf]2

p

－arccosx,则f(－x)= 
[image: image544.wmf]2
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 － arccos(－x)=arccosx－
[image: image545.wmf]2

p

= －f(x)所以y=
[image: image546.wmf]2

p

－arccosx是奇函数。故答案选C。

9、y=sin2x图像向左平移
[image: image547.wmf]3

p

单位后得:y=sin2(x+
[image: image548.wmf]3

p

)=sin(2x+
[image: image549.wmf]3
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);y=sin2x图像，向右平移
[image: image550.wmf]`
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 单位后得y=sin2(x－
[image: image551.wmf]`
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[image: image552.wmf]`
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);y=sin2x图象向左平移
[image: image553.wmf]`
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单位后得：y=sin2(x+
[image: image554.wmf]`
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)=sin(2x+
[image: image555.wmf]3
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)=sin(2x－
[image: image556.wmf]3

p

);y=sin2x图像向右平移
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10、分析：我们知道，当a＞0时，把函数y = f (x)的图象沿x轴向右移a个单位，便得到函数y = f (x－a) 的图象，把函数f (x)的图象沿x轴向左平移a个单位，便得到函数
y = f (x＋a) 的图象．本题中
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y = 3 sin 2x的图象平移，所以要把
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变形，变到y = 3 sin (2x＋φ)的形式．

由正弦曲线和余弦曲线的关系，不难看出，把余弦曲线沿x轴向右平移
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，就得到正弦曲线，即是
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问题成为：把函数y = 3 sin 2x的图象沿x轴进行怎样的平移，可以得到函数
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 的图象？

如果y = 3 sin 2x = f (x)，那么
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．可见，把函数y = 3 sin 2x的图象向左移
[image: image571.wmf]8

p

个单位后，可得到函数
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的图象，即得到函数
[image: image573.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

4

2

cos

3

p

x

y

的图象．因此选A．

说明：这个题目有两点值得注意：一是函数y = f (x)的图象与函数y = f (x＋a)的图象的平移关系（平移方向，平移量）；二是对法则“f ”的理解．只有把两个函数整理成f (x)与
f (x＋a)的形式后，才可讨论它们沿x轴的平移问题．例如“把函数y = － tan x的图象沿x轴进行怎样的平移，就可得到函数
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的关系．可见，只要把函数y =－tan x的图象沿x轴右移
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11、分析：图04给我们提供的“信息”是：
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满足
[image: image590.wmf]11

24

0

<

<

w

时，k = 1或k = 2．由此得到
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根据以上分析知，应选C．

说明：因为函数y = A sin (ωx＋φ)是周期函数，所以仅靠图像上的三个点，不能完全确定A、ω、φ的值．本题虽然给出了ω＞0，
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12、分析：因为∠A，∠B，∠C顺序成等差数列，所以2B=∠A+∠C，
 [image: image603.png]


∠B=60°，∠A+∠C=120°．
对cos2A+cos2C用降幂变形，得
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13、分析与解：
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跨越了四个象限，如果角x真能落在各象限内，那么tan x值的符号就有正有负．为便于求出tan x的值，不妨先“审查”一下角x的实际范围．

根据正弦曲线和余弦曲线；当
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当角x在第一象限时，sin x＞0，cos x＞0，这时有
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根据以上分析可以看出：满足
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整理得：12 tan 2 x＋25 tan x＋12 = 0．   
解之得：
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注意到 tan x＜－1
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说明：有些三角函数的题目，为了考查学生对“某区间上任意值”与“某区间上特殊值”的区分能力，常把已知条件中的区间给“大”．这时往往先要进行“缩小”区间的工作．

14、解 （1）∵α+
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也可以用积化和差公式：
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 EMBED Equation.3  [image: image674.wmf]2

－
[image: image675.wmf]10

4



 EMBED Equation.3  [image: image676.wmf]2

= －
[image: image677.wmf]10

2


由cosx<0可知，
[image: image678.wmf]4

5

p

<x<
[image: image679.wmf]2

3

π，于是

sinx= －
[image: image680.wmf]10

7
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法二：原式=
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注  三角函数求值，重视与角的关系，如
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+x与
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－x互余（广义）,2α=α+β+α－β等。

15、解：根据题意得图02，
其中BC=31千米，BD=20千米，CD=21千米，
∠CAB=60˚．

设∠ACD = α ，∠CDB = β ．

在△CDB中，由余弦定理得：
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在△ACD中，由正弦定理得：
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此人还得走15千米到达A城．

说明：运用解三角形的知识解决实际问题时，关键是把题设条件转化为三角形中的已知元素，然后解三角形求之．
16、解：因为2b=a+c，由正弦定理得
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17、分析：因为三棱锥的三条侧棱长均相等，因此顶点P在底面上的射影O是△ABC的外心，从而想到用正弦定理，再利用三角函数来求最值．

解：作PO⊥底面ABC，垂足为O．

由PA = PB = PC = 2a，知O为△ABC的外心．

∵ AB = AC = a ，

∴ O落在底面ABC的高AD上．

设∠ABC = θ，连结BO，

则BO为△ABC外接圆的半径．

记BO = R，由正弦定理，有
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∵ BD = a cosθ，AD = a sin
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此时，
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在研究利用三角公式解决一些有关三角形中的三角函数问题时．常用的公式有：

（1）在△ABC中，A + B + C = π，
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（2）正余弦定理及其变式：

如a = 2R sinA ，b2 + c2－a2 =2b c cosA ．

射影定理：a = b cosC + c cosB ．

（3）三角形面积公式：
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18、解：由已知条件得
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即有 
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所以当A = B时，
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说明：三角形中的三角变换，应灵活运用正、余弦定理．在求值时，要利用三角函数的有关性质．
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