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第十四章   导数及其应用
    京翰提示：以下内容主要列举了高三数学导数部分的相关知识点及典型例题解析，以课本内容为基础，分课时的对导数部分进行复习和总结，从而对导数有了更加透彻的认识和了解



第1课时    变化率与导数、导数的计算

1．导数的概念：函数y＝
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]®

0时，函数的增量Δy与自变量的增量Δ
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2．导函数：函数y＝
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3．导数的几何意义：设函数y＝
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处可导，那么它在该点的导数等于函数所表示曲线在相应点
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4．求导数的方法

(1) 八个基本求导公式
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(2) 导数的四则运算
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(3) 复合函数的导数

设
[image: image35.wmf])

(

x

u

q

=

在点x处可导，
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处可导，则复合函数
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例1．求函数y=
[image: image41.wmf]1
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在x0到x0+Δx之间的平均变化率.

解  ∵Δy=
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变式训练1. 求y=
[image: image44.wmf]x

在x=x0处的导数.

解   
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例2. 求下列各函数的导数：

 （1）
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 （3）
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  （2）y=（x2+3x+2）（x+3）=x3+6x2+11x+6，∴y′=3x2+12x+11.

  （3）∵y=
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（4）
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变式训练2：求y=tanx的导数.     解  y′
[image: image57.wmf].
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例3. 已知曲线y=
[image: image58.wmf].
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（1）求曲线在x=2处的切线方程；
（2）求曲线过点（2，4）的切线方程.

 解   （1）∵y′=x2,∴在点P（2，4）处的切线的斜率k=
[image: image59.wmf]¢
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|x=2=4.  

∴曲线在点P（2，4）处的切线方程为y-4=4(x-2),即4x-y-4=0.  

（2）设曲线y=
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，则切线的斜率k=
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∴切线方程为
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∵点P（2，4）在切线上，∴4=
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3

4

3

2

2

3

0

2

0

+

-

x

x

 即
[image: image68.wmf],

0

4

4

,

0

4

3

2

0

2

0

3

0

2

0

3

0

=

+

-

+

\

=

+

-

x

x

x

x

x

∴
[image: image69.wmf],
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∴(x0+1)(x0-2)2=0,解得x0=-1或x0=2,    故所求的切线方程为4x-y-4=0或x-y+2=0. 
变式训练3：若直线y=kx与曲线y=x3-3x2+2x相切，则k=         .   答案 
[image: image70.wmf]2或
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例4. 设函数
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（1）求
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（2）证明：曲线
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上任一点的切线与直线x=1和直线y=x所围三角形的面积为定值，并求出此定值.

（1）解  



，   于是解得
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（2）证明   在曲线上任取一点
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令x=1，得
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令y=x，得
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直线x=1与直线y=x的交点为(1,1)．

从而所围三角形的面积为
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变式训练4：偶函数f（x）=ax4+bx3+cx2+dx+e的图象过点P（0，1），且在x=1处的切线方程为y=x-2，求y=f（x）的解析式.

解   ∵f（x）的图象过点P（0，1），∴e=1.                ①

又∵f（x）为偶函数，∴f（-x）=f（x）.

故ax4+bx3+cx2+dx+e=ax4-bx3+cx2-dx+e.
∴b=0，d=0.                ②
∴f（x）=ax4+cx2+1.
∵函数f（x）在x=1处的切线方程为y=x-2，∴可得切点为（1，-1）.

∴a+c+1=-1.            ③
∵
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第2课时   导数的概念及性质

1． 函数的单调性
⑴ 函数y＝
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注：连续函数在开区间和与之相应的闭区间上的单调性是一致的.

(3) 求可导函数单调区间的一般步骤和方法：

① 确定函数
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2．可导函数的极值
⑴ 极值的概念： 设函数
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⑵ 求可导函数极值的步骤：

① 求导数
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② 求方程
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③ 检验
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如果在根的左侧附近为负，右侧为正，那么函数y＝
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3．函数的最大值与最小值：
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(2) 求最值可分两步进行：

① 求y＝
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② 将y＝
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(3) 若函数y＝
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若函数y＝
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例1. 已知f(x)=ex-ax-1.

（1）求f(x)的单调增区间；

（2）若f(x）在定义域R内单调递增，求a的取值范围；

（3）是否存在a,使f(x)在（-∞，0］上单调递减，在［0，+∞）上单调递增？若存在，求出a的值；若不存在，说明理由.

解：
[image: image134.wmf])
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（1）若a≤0，
[image: image135.wmf])
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=ex-a≥0恒成立，即f(x)在R上递增.

若a>0,ex-a≥0,∴ex≥a,x≥lna.∴f(x)的单调递增区间为(lna,+∞).

（2）∵f（x）在R内单调递增，∴
[image: image136.wmf])
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≥0在R上恒成立.∴ex-a≥0，即a≤ex在R上恒成立.
∴a≤（ex）min，又∵ex>0，∴a≤0.

（3）方法一   由题意知ex-a≤0在（-∞，0］上恒成立.
∴a≥ex在（-∞，0］上恒成立.∵ex在（-∞，0］上为增函数.

∴x=0时，ex最大为1.∴a≥1.同理可知ex-a≥0在［0，+∞）上恒成立.

∴a≤ex在［0，+∞）上恒成立.∴a≤1，∴a=1.

方法二   由题意知，x=0为f(x)的极小值点.∴
[image: image137.wmf])

0

(

¢

f

=0,即e0-a=0,∴a=1.
变式训练1. 已知函数f(x)=x3-ax-1.

（1）若f(x)在实数集R上单调递增，求实数a的取值范围；

（2）是否存在实数a,使f(x)在（-1，1）上单调递减？若存在，求出a的取值范围；若不存在，说明理由；

（3）证明：f(x)=x3-ax-1的图象不可能总在直线y=a的上方.

（1）解  由已知
[image: image138.wmf])

(

x

f

¢

=3x2-a,∵f(x)在（-∞,+∞）上是单调增函数，

∴
[image: image139.wmf])

(

x

f

¢

=3x2-a≥0在（-∞,+∞）上恒成立，即a≤3x2对x∈R恒成立.

∵3x2≥0,∴只需a≤0,又a=0时，
[image: image140.wmf])

(

x

f

¢

=3x2≥0,   故f(x)=x3-1在R上是增函数，则a≤0.

（2）解  由
[image: image141.wmf])

(

x

f

¢

=3x2-a≤0在(-1,1)上恒成立，得a≥3x2,x∈(-1,1)恒成立.

∵-1<x<1,∴3x2<3,∴只需a≥3.当a=3时，
[image: image142.wmf])

(

x

f

¢

=3(x2-1),

在x∈(-1,1)上，
[image: image143.wmf])

(

x

f

¢

<0,即f(x)在（-1，1）上为减函数，∴a≥3.

故存在实数a≥3,使f(x)在（-1，1）上单调递减.

（3）证明  ∵f(-1)=a-2<a,∴f(x)的图象不可能总在直线y=a的上方.
例2. 已知函数f(x)=x3+ax2+bx+c,曲线y=f(x）在点x=1处的切线为l:3x-y+1=0，若x=
[image: image144.wmf]3

2

时，y=f(x）有极值.

（1）求a,b,c的值；

（2）求y=f(x）在［-3，1］上的最大值和最小值.

解  （1）由f(x)=x3+ax2+bx+c,得
[image: image145.wmf])

(

x

f

¢

=3x2+2ax+b,

当x=1时，切线l的斜率为3，可得2a+b=0     ①

当x=
[image: image146.wmf]3

2

时，y=f(x)有极值，则
[image: image147.wmf]÷

ø
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æ
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2

f

=0,可得4a+3b+4=0     ②

由①②解得a=2,b=-4.由于切点的横坐标为x=1,∴f(1)=4.∴1+a+b+c=4.∴c=5.

（2）由（1）可得f(x)=x3+2x2-4x+5,∴
[image: image148.wmf])

(

x

f

¢

=3x2+4x-4,  令
[image: image149.wmf])

(

x

f

¢

=0,得x=-2,x=
[image: image150.wmf]3

2

.

当x变化时，y,y′的取值及变化如下表：

	x
	-3
	(-3,-2)
	-2
	
[image: image151.wmf]÷
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[image: image152.wmf]3
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[image: image153.wmf]÷
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	1

	 y′
	
	+
	0
	-
	0
	+
	

	y
	8
	单调递增

↗
	13
	单调递减

↘
	
[image: image154.wmf]27
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	单调递增

↗
	4


 ∴y=f（x）在［-3，1］上的最大值为13，最小值为
[image: image155.wmf].
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变式训练2. 函数y=x4-2x2+5在区间［-2,2］上的最大值与最小值.
解  先求导数,得y′=4x3-4x,令y′=0,即4x3-4x=0.解得x1=-1,x2=0,x3=1.导数y′的正负以及f(-2),f(2)如下

	x
	-2
	(-2,-1)
	-1
	(-1,0)
	0
	(0,1)
	1
	(1,2)
	2

	y′
	
	-
	0
	+
	0
	-
	0
	+
	

	y
	13
	↘
	4
	↗
	5
	↘
	4
	↗
	13


从上表知,当x=±2时,函数有最大值13,当x=±1时,函数有最小值4.
例3. 已知函数f(x)=x2e-ax (a＞0),求函数在［1，2］上的最大值.

  解   ∵f（x）=x2e-ax（a＞0）,∴
[image: image156.wmf])

(

x

f

¢

=2xe-ax+x2·（-a)e-ax=e-ax(-ax2+2x).
令
[image: image157.wmf])
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x

f

¢

>0,即e-ax(-ax2+2x)>0,得0<x<
[image: image158.wmf]a

2

.∴f(x)在（-∞,0),
[image: image159.wmf]÷
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上是减函数，在
[image: image160.wmf]÷
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,

0

上是增函数.

①当0<
[image: image161.wmf]a

2

<1,即a>2时,f(x）在（1，2）上是减函数,∴f（x）max=f（1）=e-a.  

②当1≤
[image: image162.wmf]a

2

≤2,即1≤a≤2时，f(x)在
[image: image163.wmf]÷
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上是增函数，在
[image: image164.wmf]÷
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a

上是减函数，∴f(x)max=f
[image: image165.wmf]÷
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=4a-2e-2.    

③当
[image: image166.wmf]a

2

>2时，即0<a<1时，f(x)在（1，2）上是增函数，∴f（x）max=f（2）=4e-2a.

综上所述，当0<a<1时，f(x)的最大值为4e-2a,当1≤a≤2时，f(x)的最大值为4a-2e-2,

当a>2时，f(x)的最大值为e-a.   
变式训练3. 设函数f(x)=-x(x-a)2(x∈R),其中a∈R.

（1）当a=1时，求曲线y=f(x)在点（2，f(2))处的切线方程；
（2）当a≠0时，求函数f(x)的极大值和极小值.
解：（1）当a=1时，f(x)=-x(x-1)2=-x3+2x2-x,f(2)=-2,
[image: image167.wmf])

(

x

f

¢

=-3x2+4x-1,
[image: image168.wmf]=

¢

)

2

(

f

-12+8-1=-5,

∴当a=1时，曲线y=f(x)在点（2,f(2))处的切线方程为5x+y-8=0.
（2）f(x)=-x(x-a)2=-x3+2ax2-a2x,
[image: image169.wmf])

(

x

f

¢

=-3x2+4ax-a2=-(3x-a)(x-a),令
[image: image170.wmf])

(

x

f

¢

=0,解得x=
[image: image171.wmf]3

a

或x=a.
由于a≠0，以下分两种情况讨论.

①若a>0，当x变化时，
[image: image172.wmf])
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x

f

¢

的正负如下表：

	x
	(-∞,
[image: image173.wmf]3

a

)
	
[image: image174.wmf]3
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	(
[image: image175.wmf]3

a

,a)
	a
	(a,+∞)

	
[image: image176.wmf])
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f
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	-
	0
	+
	0
	-

	f(x)
	​↘
	
[image: image177.wmf]3
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因此，函数f(x)在x=
[image: image178.wmf]3

a

处取得极小值f（
[image: image179.wmf]3

a

），且f（
[image: image180.wmf]3

a

）=-
[image: image181.wmf];

27

4

3

a



函数f(x)在x=a处取得极大值f(a),且f(a)=0.
②若a<0，当x变化时，
[image: image182.wmf])

(

x

f

¢

的正负如下表：

	x
	(-∞,a)
	a
	(a,
[image: image183.wmf]3

a

)
	
[image: image184.wmf]3

a


	(
[image: image185.wmf]3

a

,+∞)

	
[image: image186.wmf])
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x

f

¢


	-
	0
	+
	0
	-

	f(x)
	↘​​​​
	0
	↗
	-
[image: image187.wmf]3
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因此，函数f(x)在x=a处取得极小值f(a),且f(a)=0；函数f(x)在x=
[image: image188.wmf]3

a

处取得极大值f（
[image: image189.wmf]3

a

）,且f（
[image: image190.wmf]3

a

）=-

.
例4. 某分公司经销某种品牌产品，每件产品的成本为3元，并且每件产品需向总公司交a元（3≤a≤5）的管理费，预计当每件产品的售价为x元（9≤x≤11）时，一年的销售量为(12-x)2万件.
（1）求分公司一年的利润L（万元）与每件产品的售价x的函数关系式；

（2）当每件产品的售价为多少元时，分公司一年的利润L最大，并求出L的最大值Q（a）.
解  （1）分公司一年的利润L（万元）与售价x的函数关系式为：L=(x-3-a)(12-x)2,x∈［9,11］.
(2)
[image: image192.wmf])

(

x

L

¢

 =(12-x)2-2(x-3-a)(12-x)=(12-x)(18+2a-3x).令
[image: image193.wmf]¢

L

=0得x=6+
[image: image194.wmf]3

2

a或x=12（不合题意，舍去）.

∵3≤a≤5,∴8≤6+
[image: image195.wmf]3

2

a≤
[image: image196.wmf]3

28

.在x=6+
[image: image197.wmf]3

2

a两侧L′的值由正变负.

所以①当8≤6+
[image: image198.wmf]3

2

a＜9即3≤a＜
[image: image199.wmf]2

9

时，Lmax=L(9)=(9-3-a)(12-9)2=9(6-a).

②当9≤6+
[image: image200.wmf]3

2

a≤
[image: image201.wmf]3

28

，即
[image: image202.wmf]2

9

≤a≤5时，Lmax=L(6+
[image: image203.wmf]3

2

a)=(6+
[image: image204.wmf]3

2

a-3-a)［12-(6+
[image: image205.wmf]3
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a)］2=4(3-
[image: image206.wmf]3
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a)3.
所以
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答  若3≤a＜
[image: image208.wmf]2

9

，则当每件售价为9元时，分公司一年的利润L最大，最大值Q（a）=9(6-a)（万元）；
若
[image: image209.wmf]2

9

≤a≤5，则当每件售价为(6+
[image: image210.wmf]3
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a)元时，分公司一年的利润L最大，最大值Q(a)=
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导数及其应用单元检测题

一、选择题
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1.曲线y=ex在点（2，e2）处的切线与坐标轴所围三角形的面积为（   ）

A.
[image: image212.wmf]4

9

e2          B.2e2                          C.e2                             D.
[image: image213.wmf]2

e

2



2.如果函数y=f(x)的图象如图所示，那么导函数y=
[image: image214.wmf])

(

x

f

¢

的图象可能是 (    )

[image: image272.png]



3.设f(x)=x2(2-x),则f(x)的单调增区间是（    ）

A.(0,
[image: image215.wmf])

3

4

    B.(
[image: image216.wmf],

3

4

+∞)      C.(-∞,0)     D.(-∞,0)∪(
[image: image217.wmf]3

4

,+∞）

4.设a∈R,若函数y=ex+ax,x∈R有大于零的极值点，则 (     )

A.a<-1              B.a>-1

           C.a<-
[image: image218.wmf]e

1

              D.a>-
[image: image219.wmf]e

1



5.已知函数y=f(x)=x3+px2+qx的图象与x轴切于非原点的一点，且y极小值=-4，那么p、q的值分别为（    ）

A.6,9        B.9,6          C.4,2      

D.8,6

6.已知x≥0,y≥0，x+3y=9,则x2y的最大值为（    ）

A.36                   
B.18                C.25            D.42

7.下列关于函数f(x)=(2x-x2)ex的判断正确的是（    ）

①f(x)>0的解集是{x|0<x<2};②f(-
[image: image220.wmf]2

)是极小值，f(
[image: image221.wmf]2

)是极大值；③f(x)没有最小值，也没有最大值.

[image: image273.png]I\J\




 A.①③         B.①②③            C.②              D.①②

8.函数f(x)的图象如图所示，下列数值排序正确的是  (     )

A.0＜
[image: image222.wmf])

2

(

¢

f

＜
[image: image223.wmf])

3

(

¢

f

＜f(3)-f(2)B.0＜
[image: image224.wmf])

3

(

¢

f

＜f(3)-f(2) ＜
[image: image225.wmf])

2

(

¢

f



C.0＜f(3)＜
[image: image226.wmf])

2

(

¢

f

＜f(3)-f(2)D.0＜f(3)-f(2)＜
[image: image227.wmf])

2

(

¢

f

＜
[image: image228.wmf])

3

(

¢

f



9.若函数f(x)=x3-ax2+1在（0，2）内单调递减，则实数a的取值范围为（    ）

A.a≥3       B.a=3            
C.a≤3       
    D.0<a<3

10.函数f(x)=x3-ax2-bx+a2,在x=1时有极值10，则a、b的值为（    ）

A.a=3,b=-3，或a=-4,b=11     B.a=-4,b=11      C.a=3,b=-3         D.以上都不正确

11.使函数f(x)=x+2cosx在［0，
[image: image229.wmf]2

p

］上取最大值的x为（    ）

A.0              B.
[image: image230.wmf]6

p

           C.
[image: image231.wmf]3

p

          D.
[image: image232.wmf]2

p


12.若函数f(x)=x3-3bx+3b在（0，1）内有极小值，则（     ）

A.0<b<1          B.b<1           C.b>0        D.b<
[image: image233.wmf]2

1


二、填空题 
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13.若f(x)=x3+3ax2+3(a+2)x+1没有极值，则a的取值范围为       .

14.如图是y=f(x)导数的图象，对于下列四个判断：

①f(x）在［-2，-1］上是增函数；    

②x=-1是f(x)的极小值点；

③f(x)在［-1，2］上是增函数，在［2，4］上是减函数；

④x=3是f(x)的极小值点.              其中判断正确的是       .
15.函数f(x)的导函数y=
[image: image234.wmf])

(

x

f

¢

的图象如右图，则函数f(x)的单调递增区间为       .
16.已知函数f(x)的导函数为
[image: image235.wmf])

(

x

f

¢

,且满足f(x)=3x2+2x
[image: image236.wmf])

2

(

¢

f

,则
[image: image237.wmf])

5

(

¢

f

=          .

三、解答题
17.已知函数f(x)=x3-
[image: image238.wmf]2

1

x2+bx+c.

(1)若f(x)在（-∞，+∞）上是增函数，求b的取值范围;

(2)若f(x)在x=1处取得极值，且x∈［-1,2］时，f(x)<c2恒成立，求c的取值范围.

18.设p:f(x)=(x2-4)(x-a)在(-∞,-2)和(2,+∞）上是单调增函数；q:不等式x2-2x＞a的解集为R.

如果p与q有且只有一个正确，求a的取值范围.

19.已知函数f(x)=x(x-1)(x-a)在（2，+∞）上是增函数，试确定实数a的取值范围.

20.已知定义在R上的函数f(x)=-2x3+bx2+cx(b,c∈R)，函数F(x)=f(x)-3x2是奇函数，函数f(x)在x=-1处取极值.

（1）求f(x)的解析式；

（2）讨论f(x)在区间［-3，3］上的单调性.

导数及其应用单元检测题答案

一、选择题  1.D2．A3. A4.A5.A6.A7. D   8.B9.A10.B  11.B12.A

二、填空题 13. ［-1，2］14.  ②③   15. ［-1，0］和［2，+∞）16.  6

三、解答题
17.解 （1）
[image: image239.wmf])

(

x

f

¢

=3x2-x+b,因f(x)在（-∞，+∞）上是增函数，则
[image: image240.wmf])
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x

f

¢

≥0.即3x2-x+b≥0,

∴b≥x-3x2在（-∞，+∞）恒成立.设g(x)=x-3x2.当x=
[image: image241.wmf]6

1

时，g(x)max=
[image: image242.wmf]12

1

,∴b≥
[image: image243.wmf]12

1

.

(2)由题意知
[image: image244.wmf])

1

(

¢

f

=0，即3-1+b=0，∴b=-2.

x∈［-1,2］时，f(x)<c2恒成立，只需f(x)在［-1，2］上的最大值小于c2即可.
因
[image: image245.wmf])

(

x

f

¢

=3x2-x-2,令
[image: image246.wmf])
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x

f

¢

=0,得x=1或x=-
[image: image247.wmf]3

2

.∵f(1)=-
[image: image248.wmf]2
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∴f(x)max=f(2)=2+c,∴2+c<c2.解得c>2或c<-1，所以c的取值范围为（-∞，-1）∪（2，+∞）.

18.解 命题p:由原式得f(x)=x3-ax2-4x+4a,

∴
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当p正确q不正确时,-1≤a≤2;当p不正确q正确时，a<-2.∴a的取值范围是（-∞，-2）∪［-1，2］.

19.解  f(x)=x(x-1)(x-a)=x3-(a+1)x2+ax∴
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解得:a≤
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20.解  （1）∵函数F(x)=f(x)-3x2是奇函数,∴F(-x)=-F(x)，化简计算得b=3.

∵函数f(x)在x=-1处取极值，∴
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∴函数f(x)在［-3，-1］和［2，3］上是减函数，

函数f(x)在［-1，2］上是增函数.
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