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第17－20课时： 解析几何问题的题型与方法
一．复习目标：
1. 能正确导出由一点和斜率确定的直线的点斜式方程；从直线的点斜式方程出发推导出直线方程的其他形式，斜截式、两点式、截距式；能根据已知条件，熟练地选择恰当的方程形式写出直线的方程，熟练地进行直线方程的不同形式之间的转化，能利用直线的方程来研究与直线有关的问题了.

2.能正确画出二元一次不等式（组）表示的平面区域，知道线性规划的意义，知道线性约束条件、线性目标函数、可行解、可行域、最优解等基本概念，能正确地利用图解法解决线性规划问题，并用之解决简单的实际问题，了解线性规划方法在数学方面的应用；会用线性规划方法解决一些实际问题.

3． 理解“曲线的方程”、“方程的曲线”的意义，了解解析几何的基本思想，掌握求曲线的方程的方法.

4．掌握圆的标准方程：
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（r＞0），明确方程中各字母的几何意义，能根据圆心坐标、半径熟练地写出圆的标准方程，能从圆的标准方程中熟练地求出圆心坐标和半径，掌握圆的一般方程：
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，知道该方程表示圆的充要条件并正确地进行一般方程和标准方程的互化，能根据条件，用待定系数法求出圆的方程，理解圆的参数方程
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（θ为参数），明确各字母的意义，掌握直线与圆的位置关系的判定方法.

5．正确理解椭圆、双曲线和抛物线的定义，明确焦点、焦距的概念；能根据椭圆、双曲线和抛物线的定义推导它们的标准方程；记住椭圆、双曲线和抛物线的各种标准方程；能根据条件，求出椭圆、双曲线和抛物线的标准方程；掌握椭圆、双曲线和抛物线的几何性质：范围、对称性、顶点、离心率、准线（双曲线的渐近线）等，从而能迅速、正确地画出椭圆、双曲线和抛物线；掌握a、b、c、p、e之间的关系及相应的几何意义；利用椭圆、双曲线和抛物线的几何性质，确定椭圆、双曲线和抛物线的标准方程，并解决简单问题；理解椭圆、双曲线和抛物线的参数方程，并掌握它的应用；掌握直线与椭圆、双曲线和抛物线位置关系的判定方法.

二．考试要求：

 (一)直线和圆的方程

1．理解直线的斜率的概念，掌握过两点的直线的斜率公式，掌握直线方程的点斜式、两点式、一般式，并能根据条件熟练地求出直线方程。
   2．掌握两条直线平行与垂直的条件，两条直线所成的角和点到直线的距离公式，能够根据直线的方程判断两条直线的位置关系。
   3．了解二元一次不等式表示平面区域。
   4．了解线性规划的意义，并会简单的应用。
   5．了解解析几何的基本思想，了解坐标法。
   6．掌握圆的标准方程和一般方程，了解参数方程的概念，理解圆的参数方程。
(二)圆锥曲线方程

1．掌握椭圆的定义、标准方程和椭圆的简单几何性质。
2．掌握双曲线的定义、标准方程和双曲线的简单几何性质。
3．掌握抛物线的定义、标准方程和抛物线的简单几何性质。
4．了解圆锥曲线的初步应用。

三．教学过程：

（Ⅰ）基础知识详析

高考解析几何试题一般共有4题(2个选择题, 1个填空题, 1个解答题)，共计30分左右，考查的知识点约为20个左右。 其命题一般紧扣课本，突出重点，全面考查。选择题和填空题考查直线、圆、圆锥曲线、参数方程和极坐标系中的基础知识。解答题重点考查圆锥曲线中的重要知识点，通过知识的重组与链接，使知识形成网络，着重考查直线与圆锥曲线的位置关系，求解有时还要用到平几的基本知识和向量的基本方法，这一点值得强化。

(一)直线的方程

1.点斜式：
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 3.两点式：
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；4. 截距式：
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5.一般式：
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，其中A、B不同时为0.

(二)两条直线的位置关系

两条直线
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有三种位置关系：平行（没有公共点）；相交（有且只有一个公共点）；重合（有无数个公共点）.在这三种位置关系中，我们重点研究平行与相交.

设直线
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的充要条件是
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(三)线性规划问题

1．线性规划问题涉及如下概念：
⑴存在一定的限制条件，这些约束条件如果由x、y的一次不等式（或方程）组成的不等式组来表示，称为线性约束条件.

⑵都有一个目标要求，就是要求依赖于x、y的某个函数（称为目标函数）达到最大值或最小值.特殊地，若此函数是x、y的一次解析式，就称为线性目标函数.

⑶求线性目标函数在线性约束条件下的最大值或最小值问题，统称为线性规划问题.

⑷满足线性约束条件的解（x，y）叫做可行解.

⑸所有可行解组成的集合，叫做可行域.

⑹使目标函数取得最大值或最小值的可行解，叫做这个问题的最优解.

2．线性规划问题有以下基本定理：

⑴ 一个线性规划问题，若有可行解，则可行域一定是一个凸多边形.

⑵ 凸多边形的顶点个数是有限的.

⑶ 对于不是求最优整数解的线性规划问题，最优解一定在凸多边形的顶点中找到.

3.线性规划问题一般用图解法.

 (四)圆的有关问题

1.圆的标准方程
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（r＞0），称为圆的标准方程，其圆心坐标为（a，b），半径为r.

特别地，当圆心在原点（0，0），半径为r时，圆的方程为
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2.圆的一般方程
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＞0）称为圆的一般方程，
其圆心坐标为（
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＜0时，方程不表示任何图形.

 3.圆的参数方程
    圆的普通方程与参数方程之间有如下关系：
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[image: image45.wmf]2

2

2

)

(

)

(

r

b

y

a

x

=

-

+

-

 
[image: image46.wmf]Û

  
[image: image47.wmf]cos

sin

xar

ybr

q

q

=+

ì

í

=+

î

    （θ为参数）
(五)椭圆及其标准方程

1. 椭圆的定义：椭圆的定义中，平面内动点与两定点
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|这个条件不可忽视.若这个距离之和小于|
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|，则动点的轨迹是线段
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2.椭圆的标准方程：
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3.椭圆的标准方程判别方法：判别焦点在哪个轴只要看分母的大小：如果
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项的分母大于
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项的分母，则椭圆的焦点在x轴上，反之，焦点在y轴上.

4.求椭圆的标准方程的方法：⑴ 正确判断焦点的位置；⑵ 设出标准方程后，运用待定系数法求解.

(六)椭圆的简单几何性质

1. 椭圆的几何性质：设椭圆方程为
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⑴ 范围： -a≤x≤a，-b≤x≤b，所以椭圆位于直线x=
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和y=
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所围成的矩形里.

    ⑵ 对称性：分别关于x轴、y轴成轴对称，关于原点中心对称.椭圆的对称中心叫做椭圆的中心.

⑶ 顶点：有四个
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    线段
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分别叫做椭圆的长轴和短轴.它们的长分别等于2a和2b，a和b分别叫做椭圆的长半轴长和短半轴长. 所以椭圆和它的对称轴有四个交点，称为椭圆的顶点.

⑷ 离心率：椭圆的焦距与长轴长的比
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叫做椭圆的离心率.它的值表示椭圆的扁平程度.0＜e＜1.e越接近于1时，椭圆越扁；反之，e越接近于0时，椭圆就越接近于圆.

    2.椭圆的第二定义
⑴ 定义：平面内动点M与一个顶点的距离和它到一条定直线的距离的比是常数
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⑵ 准线：根据椭圆的对称性，
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＞0）的准线方程，只要把x换成y就可以了，即
[image: image88.wmf]c

a

y

2

±

=

.

3.椭圆的焦半径：由椭圆上任意一点与其焦点所连的线段叫做这点的焦半径.

    设
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（c，0）分别为椭圆
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＞0）的左、右两焦点，M（x，y）是椭圆上任一点，则两条焦半径长分别为
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椭圆中涉及焦半径时运用焦半径知识解题往往比较简便.

椭圆的四个主要元素a、b、c、e中有
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两个关系，因此确定椭圆的标准方程只需两个独立条件.

(七)椭圆的参数方程

    椭圆
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    说明  ⑴ 这里参数θ叫做椭圆的离心角.椭圆上点P的离心角θ与直线OP的倾斜角α不同：
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⑵ 椭圆的参数方程可以由方程
[image: image105.wmf]1

2

2

2

2

=

+

b

y

a

x

与三角恒等式
[image: image106.wmf]1

sin

cos

2

2

=

+

q

q

相比较而得到，所以椭圆的参数方程的实质是三角代换.

(八)双曲线及其标准方程

1. 双曲线的定义：平面内与两个定点
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    若
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时，轨迹为双曲线的另一支.而双曲线是由两个分支组成的，故在定义中应为“差的绝对值”.

2. 双曲线的标准方程：
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3.双曲线的标准方程判别方法是：如果
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项的系数是正数，则焦点在x轴上；如果
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项的系数是正数，则焦点在y轴上.对于双曲线，a不一定大于b，因此不能像椭圆那样，通过比较分母的大小来判断焦点在哪一条坐标轴上.

    4.求双曲线的标准方程，应注意两个问题：⑴ 正确判断焦点的位置；⑵ 设出标准方程后，运用待定系数法求解.

(九)双曲线的简单几何性质

1.双曲线
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＞1，离心率e越大，双曲线的开口越大.

2. 双曲线
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，即
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，那么双曲线的方程具有以下形式：
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，其中k是一个不为零的常数.

    3.双曲线的第二定义：平面内到定点（焦点）与到定直线（准线）距离的比是一个大于1的常数（离心率）的点的轨迹叫做双曲线.对于双曲线
[image: image138.wmf]1
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，它的焦点坐标是（-c，0）和（c，0），与它们对应的准线方程分别是
[image: image139.wmf]c

a

x

2

-

=

和
[image: image140.wmf]c

a

x

2

=

.

在双曲线中，a、b、c、e四个元素间有
[image: image141.wmf]a
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与
[image: image142.wmf]2
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的关系，与椭圆一样确定双曲线的标准方程只要两个独立的条件.

(十)抛物线的标准方程和几何性质

1．抛物线的定义：平面内到一定点（F）和一条定直线（l）的距离相等的点的轨迹叫抛物线。这个定点F叫抛物线的焦点，这条定直线l叫抛物线的准线。

需强调的是，点F不在直线l上，否则轨迹是过点F且与l垂直的直线，而不是抛物线。

2．抛物线的方程有四种类型：


[image: image143.wmf]px
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、
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、
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、
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对于以上四种方程：应注意掌握它们的规律：曲线的对称轴是哪个轴，方程中的该项即为一次项；一次项前面是正号则曲线的开口方向向x轴或y轴的正方向；一次项前面是负号则曲线的开口方向向x轴或y轴的负方向。

3．抛物线的几何性质，以标准方程y2=2px为例

（1）范围：x≥0；

（2）对称轴：对称轴为y=0，由方程和图像均可以看出；

（3）顶点：O（0，0），注：抛物线亦叫无心圆锥曲线（因为无中心）；

（4）离心率：e=1，由于e是常数，所以抛物线的形状变化是由方程中的p决定的；

（5）准线方程
[image: image147.wmf]2
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；

（6）焦半径公式：抛物线上一点P（x1，y1），F为抛物线的焦点，对于四种抛物线的焦半径公式分别为（p＞0）：
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（7）焦点弦长公式：对于过抛物线焦点的弦长，可以用焦半径公式推导出弦长公式。设过抛物线y2=2px（p＞O）的焦点F的弦为AB，A（x1，y1），B（x2，y2），AB的倾斜角为α，则有①|AB|=x
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以上两公式只适合过焦点的弦长的求法，对于其它的弦，只能用“弦长公式”来求。

（8）直线与抛物线的关系：直线与抛物线方程联立之后得到一元二次方程：x
[image: image151.wmf]2

+bx+c=0，当a≠0时，两者的位置关系的判定和椭圆、双曲线相同，用判别式法即可；但如果a=0，则直线是抛物线的对称轴或是和对称轴平行的直线，此时，直线和抛物线相交，但只有一个公共点。

(十一)轨迹方程

⑴ 曲线上的点的坐标都是这个方程的解；
⑵ 以这个方程的解为坐标的点都是曲线上的点.

那么，这个方程叫做曲线的方程；这条曲线叫做方程的曲线（图形或轨迹）.

（十二）注意事项

    1． ⑴ 直线的斜率是一个非常重要的概念，斜率k反映了直线相对于x轴的倾斜程度.当斜率k存在时，直线方程通常用点斜式或斜截式表示，当斜率不存在时，直线方程为x=a（a∈R）.因此，利用直线的点斜式或斜截式方程解题时，斜率k存在与否，要分别考虑.

⑵ 直线的截距式是两点式的特例，a、b分别是直线在x轴、y轴上的截距，因为a≠0，b≠0，所以当直线平行于x轴、平行于y轴或直线经过原点，不能用截距式求出它的方程，而应选择其它形式求解.

⑶求解直线方程的最后结果，如无特别强调，都应写成一般式.

⑷当直线
[image: image152.wmf]1
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或
[image: image153.wmf]2
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的斜率不存在时，可以通过画图容易判定两条直线是否平行与垂直
⑸在处理有关圆的问题，除了合理选择圆的方程，还要注意圆的对称性等几何性质的运用，这样可以简化计算.

2. ⑴用待定系数法求椭圆的标准方程时，要分清焦点在x轴上还是y轴上，还是两种都存在.

    ⑵注意椭圆定义、性质的运用，熟练地进行a、b、c、e间的互求，并能根据所给的方程画出椭圆.

⑶求双曲线的标准方程  应注意两个问题：⑴ 正确判断焦点的位置；⑵ 设出标准方程后，运用待定系数法求解.

⑷双曲线
[image: image154.wmf]1
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的渐近线方程为
[image: image155.wmf]x
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.若已知双曲线的渐近线方程是
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，即
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，那么双曲线的方程具有以下形式：
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，其中k是一个不为零的常数.

⑸双曲线的标准方程有两个
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和
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（a＞0，b＞0）.这里
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 EMBED Equation.3  [image: image164.wmf]2

F

|=2c.要注意这里的a、b、c及它们之间的关系与椭圆中的异同.

⑹求抛物线的标准方程，要线根据题设判断抛物线的标准方程的类型，再求抛物线的标准方程，要线根据题设判断抛物线的标准方程的类型，再由条件确定参数p的值.同时，应明确抛物线的标准方程、焦点坐标、准线方程三者相依并存，知道其中抛物线的标准方程、焦点坐标、准线方程三者相依并存，知道其中一个，就可以求出其他两个.

（Ⅱ）范例分析
例1、求与直线3x+4y+12=0平行，且与坐标轴构成的三角形面积是24的直线l的方程。

分析：满足两个条件才能确定一条直线。一般地，求直线方程有两个解法，即用其中一个条件列出含待定系数的方程，再用另一个条件求出此参数。

解法一：先用“平行”这个条件设出l 的方程为3x+4y+m=0①再用“面积”条件去求m，∵直线l交x轴于
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，代入①得所求直线的方程为：
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解法二：先用面积这个条件列出l的方程，设l在x轴上截距离a，在y轴上截距b，则有
[image: image170.wmf]24
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，因为l的倾角为钝角，所以a、b同号，|ab|=ab，l的截距式为
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，即48x+a2y-48a=0②又该直线与3x+4y+2=0平行，∴
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代入②得所求直线l 的方程为
[image: image174.wmf]0

24

4

3

=

±

+

y

x


说明：与直线Ax+By+C=0平行的直线可写成Ax+By+C1=0的形式；与Ax+By+C=0垂直的直线的方程可表示为Bx-Ay+C2=0的形式。

例2、若直线mx+y+2=0与线段AB有交点，其中A(-2, 3)，B(3,2)，求实数m的取值范围。

[image: image685.wmf]o
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解：直线mx+y+2=0过一定点C(0, -2)，直线mx+y+2=0实际上表示的是过定点(0, -2)的直线系，因为直线与线段AB有交点，则直线只能落在∠ABC的内部，设BC、CA这两条直线的斜率分别为k1、k2，则由斜率的定义可知，直线mx+y+2=0的斜率k应满足k≥k1或k≤k2， ∵A(-2, 3)  B(3, 2) 

∴
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∴-m≥
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 即m≤
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说明：此例是典型的运用数形结合的思想来解题的问题，这里要清楚直线mx+y+2=0的斜率-m应为倾角的正切，而当倾角在(0°,90°)或(90°,180°)内，角的正切函数都是单调递增的，因此当直线在∠ACB内部变化时，k应大于或等于kBC，或者k小于或等于kAC，当A、B两点的坐标变化时，也要能求出m的范围。

例3、已知x、y满足约束条件
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                              x≥1，

                              x-3y≤-4，

                              3x+5y≤30，
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求目标函数z=2x-y的最大值和最小值.

解：根据x、y满足的约束条件作出可行域，即如图所示的阴影部分（包括边界）.

作直线
[image: image180.wmf]0

l

：2x-y=0，再作一组平行于
[image: image181.wmf]0

l

的直线
[image: image182.wmf]l

：2x-y=t，t∈R.

可知，当
[image: image183.wmf]l

在
[image: image184.wmf]0

l

的右下方时，直线
[image: image185.wmf]l

上的点（x，y）满足2x-y＞0，即t＞0，而且直线
[image: image186.wmf]l

往右平移时，t随之增大.当直线
[image: image187.wmf]l

平移至
[image: image188.wmf]1

l

的位置时，直线经过可行域上的点B，此时所对应的t最大；当
[image: image189.wmf]l

在
[image: image190.wmf]0

l

的左上方时，直线
[image: image191.wmf]l

上的点（x，y）满足2x-y＜0，即t＜0，而且直线
[image: image192.wmf]l

往左平移时，t随之减小.当直线
[image: image193.wmf]l

平移至
[image: image194.wmf]2

l

的位置时，直线经过可行域上的点C，此时所对应的t最小. 
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        x-3y+4=0，

    由                      解得点B的坐标为（5，3）；

        3x+5y-30=0，

[image: image689.png]e



         x=1，

    由                     解得点C的坐标为（1，
[image: image195.wmf]5

27

）.

         3x+5y-30=0，

所以，
[image: image196.wmf]最大值

z

=2×5-3=7；
[image: image197.wmf]最小值

z

=2×1-
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例4、某运输公司有10辆载重量为6吨的A型卡车与载重量为8吨的B型卡车，有11名驾驶员.在建筑某段高速公路中，该公司承包了每天至少搬运480吨沥青的任务.已知每辆卡车每天往返的次数为A型卡车8次，B型卡车7次；每辆卡车每天的成本费A型车350元，B型车400元.问每天派出A型车与B型车各多少辆，公司所花的成本费最低，最低为多少？

解：设每天派出A型车与B型车各x、y辆，并设公司每天的成本为z元.由题意，得

[image: image690.wmf]y

x

O

A

B

P

               x≤10，

[image: image691.wmf]x

o

y

C

T

M

B

A

               y≤5，

               x+y≤11，

               48x+56y≥60，

               x，y∈N，

且z=350x+400y.
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               x≤10，

               y≤5，

即             x+y≤11，

               6x+7y≥55，

               x，y∈N，

作出可行域，作直线
[image: image200.wmf]0

l

：350x+400y=0，即7x+8y=0.

作出一组平行直线：7x+8y=t中（t为参数）经过可行域内的点和原点距离最近的直线，此直线经过6x+7y=60和y=5的交点A（
[image: image201.wmf]6

25

，5），由于点A的坐标不都是整数，而x，y∈N，所以可行域内的点A（
[image: image202.wmf]6

25

，5）不是最优解.

为求出最优解，必须进行定量分析.

    因为，7×
[image: image203.wmf]6

25

+8×5≈69.2，所以经过可行域内的整点（横坐标和纵坐标都是整数的点）且与原点最小的直线是7x+8y=10，在可行域内满足该方程的整数解只有x=10，y=0，所以（10，0）是最优解，即当
[image: image204.wmf]l

通过B点时，z=350×10+400×0=3500元为最小.

答：每天派出A型车10辆不派B型车，公司所化的成本费最低为3500元.    
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例5、已知点T是半圆O的直径AB上一点，AB=2、OT=t  (0<t<1)，以AB为直腰作直角梯形
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垂直且等于AT，使
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垂直且等于BT，
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交半圆于P、Q两点，建立如图所示的直角坐标系.

(1)写出直线
[image: image209.wmf]B

A

¢

¢

的方程；

   （2）计算出点P、Q的坐标；

   （3）证明：由点P发出的光线，经AB反射后，反射光线通过点Q.                  

   解: (1 ) 显然
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 于是 直线
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   （2）由方程组
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   解出  
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   （3）
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   由直线PT的斜率和直线QT的斜率互为相反数知，由点P发出的光线经点T反射，反射光线通过点Q.


说明：需要注意的是, Q点的坐标本质上是三角中的万能公式, 有趣吗?
    例6、设P是圆M：(x-5)2+(y-5)2=1上的动点，它关于A(9, 0)的对称点为Q，把P绕原点依逆时针方向旋转90°到点S，求|SQ|的最值。

解：设P(x, y)，则Q(18-x, -y)，记P点对应的复数为x+yi，则S点对应的复数为：

(x+yi)·i=-y+xi，即S(-y, x)

∴
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其中
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可以看作是点P到定点B(9, -9)的距离，共最大值为
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例7、 已知⊙M：
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（2）求动弦AB的中点P的轨迹方程.
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（2）连接MB，MQ，设
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 把（*）及（**）消去a，
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说明：适时应用平面几何知识，这是快速解答本题的要害所在。
例8、直线
[image: image240.wmf]l

过抛物线
[image: image241.wmf])
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   （2）求证：对于抛物线的任意给定的一条弦CD，直线l不是CD的垂直平分线.

  解: （1）易求得抛物线的焦点
[image: image244.wmf])
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这时
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[image: image260.wmf]px

y

2

2

=

只相交于原点. 而l与抛物线有两个不同的交点，因此
[image: image261.wmf]l
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说明：此题是课本题的深化，课本是高考试题的生长点，复习要重视课本。

例9、已知椭圆
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，能否在此椭圆位于y轴左侧的部分上找到一点M，使它到左准线的距离为它到两焦点F1、F2距离的等比中项，若能找到，求出该点的坐标，若不能找到，请说明理由。

  解：假设存在满足条件的点，设M（x1，y1）a2=4，b2=3，∴a=2，
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例10、已知椭圆中心在原点，焦点在
[image: image271.wmf]y

轴上，焦距为4，离心率为
[image: image272.wmf]3
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（Ⅰ）求椭圆方程；         

（Ⅱ）设椭圆在y轴正半轴上的焦点为M，又点A和点B在椭圆上，且M分有向线段
[image: image273.wmf]AB

所成的比为2，求线段AB所在直线的方程。

解：（Ⅰ）设椭圆方程为
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（Ⅱ）若k 不存在，则
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又设A
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∴线段AB所在直线的方程为：
[image: image295.wmf]2
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说明：有向线段所成的比，线段的定比分点等概念，本身就是解析几何研究的一类重要问题。向量概念的引入，使这类问题的解决显得简洁而流畅。求解这类问题可以用定比分点公式，也可以直接用有向线段的比解题。

另外，向量的长度，点的平移等与解析几何都有着千丝万缕的联系，向量与解析几何的结合，为解决这些问题开辟了新的解题途径。

例11、已知直线l与椭圆
[image: image296.wmf])
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有且仅有一个交点Q，且与x轴、y轴分别交于R、S，求以线段SR为对角线的矩形ORPS的一个顶点P的轨迹方程．

   解：从直线
[image: image297.wmf]l

所处的位置, 设出直线
[image: image298.wmf]l

的方程,
   由已知，直线l不过椭圆的四个顶点，所以设直线l的方程为
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代入椭圆方程
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化简后，得关于
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的一元二次方程
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于是其判别式
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由已知，得△=0．即
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 令顶点P的坐标为（x，y），  由已知，得
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 代入①式并整理，得 
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说明：方程
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  例12、已知双曲线
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 （2）已知直线
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     故所求双曲线方程为 
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（2）把
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故所求k=±
[image: image327.wmf]7
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说明：为了求出
[image: image328.wmf]k

的值, 需要通过消元, 想法设法建构
[image: image329.wmf]k

的方程.

  例13、过点
[image: image330.wmf])
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与椭圆3x2+4y2=12相交于A、B两点，O为坐标原点，求△OAB面积的最大值及此时直线倾斜角的正切值。
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[image: image336.wmf]l

的方程为
[image: image337.wmf]3

-

=

my

x

，这样就包含了斜率不存在时的情形了，从而简化了运算。

    解：设A（x1，y1），B（x2，y2），
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令直线的倾角为
[image: image352.wmf]a

，则
[image: image353.wmf]2
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即△OAB面积的最大值为
[image: image354.wmf]3

，此时直线倾斜角的正切值为
[image: image355.wmf]2
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。

例14、（2003年江苏高考题）已知常数
[image: image356.wmf]0

>
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，向量
[image: image357.wmf](0,),(1,0).
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经过原点O以
[image: image358.wmf]ci
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为方向向量的直线与经过定点A（0，a）以
[image: image359.wmf]2
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为方向向量的直线相交于点P，其中
[image: image360.wmf].
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试问：是否存在两个定点E、F，使得|PE|+|PF|为定值.若存在，求出E、F的坐标；若不存在，说明理由.

解：∵
[image: image361.wmf]i
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=（1，0），
[image: image362.wmf]c
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=（0，a），  ∴
[image: image363.wmf]c
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[image: image366.wmf]c
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因此，直线OP和AP的方程分别为  
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消去参数λ，得点
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因为
[image: image372.wmf],

0

>

a
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（i）当
[image: image373.wmf]2
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时，方程①是圆方程，故不存在合乎题意的定点E和F；

   （ii）当
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   （iii）当
[image: image377.wmf]2
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[image: image378.wmf]))

2

1

(

2

1

,

0

(

2

-

+

a

a

E

和
[image: image379.wmf]))

2

1

(

2

1

,

0

(

2

-

-

a

a

F

为合乎题意的两个定点.

说明：由于向量可以用一条有向线段来表示，有向线段的方向可以决定解析几何中直线的斜率，故直线的方向向量与解析几何中的直线有着天然的联系。求解此类问题的关键是：根据直线的方向向量得出直线方程，再转化为解析几何问题解决。

例15、已知椭圆
[image: image380.wmf])
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的长、短轴端点分别为A、B，从此椭圆上一点M向x轴作垂线，恰好通过椭圆的左焦点
[image: image381.wmf]1
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，向量
[image: image382.wmf]AB

与
[image: image383.wmf]OM

是共线向量。

（1）求椭圆的离心率e；

（2）设Q是椭圆上任意一点， 
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、
[image: image385.wmf]2
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分别是左、右焦点，求∠
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当且仅当
[image: image394.wmf]2
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[image: image395.wmf]]
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说明：由于共线向量与解析几何中平行线、三点共线等具有异曲同工的作用，因此，解析几何中与平行线、三点共线等相关的问题均可在向量共线的新情景下设计问题。求解此类问题的关键是：正确理解向量共线与解析几何中平行、三点共线等的关系，把有关向量的问题转化为解析几何问题。

例16、一条斜率为1的直线
[image: image396.wmf]l

与离心率为
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解：
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 椭圆离心率为
[image: image405.wmf]2

2

，
[image: image406.wmf]\



 EMBED Equation.3  [image: image407.wmf]=

a

c



 EMBED Equation.3  [image: image408.wmf]2

2

，
[image: image409.wmf]2

2

2

b

a

=


所以椭圆方程为
[image: image410.wmf]1

2

2

2

2

2

=

+

b

y

b

x

，设
[image: image411.wmf]l

方程为：
[image: image412.wmf]m

x

y

+

=

，
[image: image413.wmf])

,

(

),

,

(

2

2

1

1

y

x

Q

y

x

P


由
[image: image414.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

=

+

m

x

y

b

y

b

x

1

2

2

2

2

2

消去
[image: image415.wmf]y

得
[image: image416.wmf]0

2

2

4

3

2

2

2

=

-

+

+

b

m

mx

x



[image: image417.wmf]0

)

3

(

8

)

2

2

(

3

4

16

2

2

2

2

2

>

+

-

=

-

´

-

=

D

b

m

b

m

m



 EMBED Equation.3  [image: image418.wmf]2

2

3

m

b

>

\
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所以所求直线
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说明：向量数量积的坐标表示，构建起向量与解析几何的密切关系，使向量与解析几何融为一体。求此类问题的关键是：利用向量数量积的坐标表示，沟通向量与解析几何的联系。体现了向量的工具性。

 例17、已知椭圆C的中心在原点，焦点F1、F2在x轴上，点P为椭圆上的一个动点，且∠F1PF2的最大值为90°，直线l过左焦点F1与椭圆交于A、B两点，△ABF2的面积最大值为12．

  （1）求椭圆C的离心率；

  （2）求椭圆C的方程．

   解法一：（1）设
[image: image440.wmf]c
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，  解出   
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 （2）考虑直线
[image: image445.wmf]l

的斜率的存在性，可分两种情况：
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则x1、x2是上述方程的两根．且
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AB边上的高
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ii) 当k不存在时，把直线
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由①②知S的最大值为
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  故当△ABF2面积最大时椭圆的方程为： 
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解法二：设过左焦点的直线方程为：
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椭圆的方程为：
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当且仅当m=0取等号，即
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    故当△ABF2面积最大时椭圆的方程为： 
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例18、（2002年天津高考题）已知两点M（-1，0），N（1，0）且点P使
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成公差小于零的等差数列，

（Ⅰ）点P的轨迹是什么曲线？

（Ⅱ）若点P坐标为
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所以，点P的轨迹是以原点为圆心，
[image: image497.wmf]3

为半径的右半圆。

（Ⅱ）点P的坐标为
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     因为 0〈
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 EMBED Equation.3  [image: image505.wmf].
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说明：在引入向量的坐标表示后，可以使向量运算代数化，这样就可以将“形”和“数”紧密地结合在一起。向量的夹角问题融入解析几何问题中，也就显得十分自然。求解这类问题的关键是：先把向量用坐标表示，再用解析几何知识结合向量的夹角公式使问题获解；也可以把两向量夹角问题转化为两直线所成角的问题，用数形结合方法使问题获解。

（Ⅲ）、强化训练

1、已知P是以
[image: image506.wmf]1

F

、
[image: image507.wmf]2
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为焦点的椭圆
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，则椭圆的离心率为                           （    ）                             

（A）
[image: image511.wmf]2
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         （B）
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2、已知△ABC的顶点A(3, -1)，AB边上的中线所在直线的方程为6x+10y-59=0，∠B的平分线所在直线的方程为：x-4y+10=0，求边BC所在直线的方程。

3、求直线l2：7x-y+4=0到l1：x+y-2=0的角平分线的方程。

	
	食物P
	食物Q
	食物R

	维生素A（单位/kg）
	400
	600
	400

	维生素B（单位/kg）
	800
	200
	400

	成本（元/kg）
	6
	5
	4


4、已知三种食物P、Q、R的维生素含量与成本如下表所示.

现在将xkg的食物P和ykg的食物Q及zkg的食物R混合，制成100kg的混合物.如果这100kg的混合物中至少含维生素A44 000单位与维生素B48 000单位，那么x，y，z为何值时，混合物的成本最小？

5、某人有楼房一幢，室内面积共180
[image: image515.wmf]2

m

，拟分隔成两类房间作为旅游客房.大房间每间面积为18
[image: image516.wmf]2

m

，可住游客5名，每名游客每天住宿费为40元；小房间每间面积为15
[image: image517.wmf]2

m

，可住游客3名，每名游客每天住宿费为50元.装修大房间每间需1000元，装修小房间每间需600元.如果他只能筹款8000元用于装修，且游客能住满客房，他应隔出大房间和小房间各多少间，能获得最大收益？

6、已知△ABC三边所在直线方程AB：x-6=0，BC：x-2y-8=0，CA：x+2y=0，求此三角形外接圆的方程。

7、已知椭圆x2+2y2=12，A是x轴正方向上的一定点，若过点A，斜率为1的直线被椭圆截得的弦长为
[image: image518.wmf]3
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，求点A的坐标。

8、已知椭圆
[image: image519.wmf]1
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（a＞b＞0）上两点A、B，直线
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上有两点C、D，且ABCD是正方形。此正方形外接圆为x2+y2-2y-8=0，求椭圆方程和直线
[image: image521.wmf]l

的方程。

   9、求以直线
[image: image522.wmf]2
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为准线，原点为相应焦点的动椭圆短轴MN端点的轨迹方程。

10、若椭圆的对称轴在坐标轴上，两焦点与两短轴端点正好是正方形的四个顶点，又焦点到同侧长轴端点的距离为
[image: image523.wmf]1
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，求椭圆的方程。

11、已知直线
[image: image524.wmf]1
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相交于A、B两点，且线段AB的中点在直线
[image: image526.wmf]0
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（１）求此椭圆的离心率；

（2 ）若椭圆的右焦点关于直线
[image: image527.wmf]l

的对称点的在圆
[image: image528.wmf]4
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上，求此椭圆的方程.

12、设A（x1，y1）为椭圆x2+2y2=2上任意一点，过点A作一条直线
[image: image529.wmf]l

，斜率为
[image: image530.wmf]1
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，又设d为原点到直线
[image: image531.wmf]l

的距离,r1、r2分别为点A到椭圆两焦点的距离。求证：
[image: image532.wmf]d
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13、 某工程要将直线公路l一侧的土石，通过公路上的两个道口A和B，沿着道路AP、BP运往公路另一侧的P处，PA=100m，PB=150m，∠APB=60°，试说明怎样运土石最省工？

14、已知椭圆
[image: image533.wmf]1
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（a＞b＞0），P为椭圆上除长轴端点外的任一点，F1、F2为椭圆的两个焦点，（1）若
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，求证：离心率
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；（2）若
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，求证：
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的面积为
[image: image539.wmf]q
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15、在Rt△ABC中，∠CBA=90°，AB=2，AC=
[image: image540.wmf]2

2

。DO⊥AB于O点，OA=OB，DO=2，曲线E过C点，动点P在E上运动，且保持| PA |+| PB |的值不变.

（1）建立适当的坐标系，求曲线E的方程；

（2）过D点的直线L与曲线E相交于不同的两点M、N且M在D、N之间，设
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 试确定实数
[image: image542.wmf]l

的取值范围．

16、 （2004年北京春季高考） 已知点A（2，8），

在抛物线

上，

的重心与此抛物线的焦点F重合（如图）




    （I）写出该抛物线的方程和焦点F的坐标；

    （II）求线段BC中点M的坐标；    （III）求BC所在直线的方程。

（Ⅳ）、参考答案
1、解：设c为为椭圆半焦距，∵
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解得：
[image: image547.wmf]3
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     选（D）。

说明：垂直向量的引入为解决解析几何问题开辟了新思路。求解此类问题的关键是利用向量垂直的充要条件：“
[image: image548.wmf]0
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”，促使问题转化，然后利用数形结合解决问题。

2、解：设B(a, b)，B在直线BT上，∴a-4b+10=0①  又AB中点
[image: image549.wmf]÷
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在直线CM上，∴点M的坐标满足方程6x+10y-59=0   ∴
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②  解①、②组成的方程组可得a=10，b=5  ∴B(10, 5)，又由角平分线的定义可知，直线BC到BT的角等于直线BT到直线BA的角，又
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 ，∴BC所在直线的方程为
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即2x+9y-65=0
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3、解法一：设l2到l1角平分线l的斜率为k，∵k​1=-1，k2=7

∴
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，解之得k=-3或
[image: image557.wmf]3

1

=

k

，由图形可知k<0，

∴k=-3，又由
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解得l1与l2的交点
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 即6x+2y-3=0

解法二：设l2到l1的角为θ，则
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，所以角θ为锐角，而
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，∴k=-3等同解法一。

解法三：设l：(x+y-2)+λ(7x-y+4)=0  即(1+7λ)x+(1-λ)y+(4λ-2)=0①

∴
[image: image568.wmf]1
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，由解法一知
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，代入①化简即得：6x+2y-3=0

解法四：用点到直线的距离公式，设l上任一点P(x, y)，则P到l1与l2的距离相等。

∴
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整理得：6x+2y-3=0与x-3y+7=0，又l是l2到l​1的角的平分线，

k<0，∴x-3y+7=0不合题意所以所求直线l的方程为6x+2y-3=0.

[image: image701.png]


4、分析：由x+y+z=100，得z=100-x-y，所以上述问题可以看作只含x，y两个变量.设混合物的成本为k元，那么k=6x+5y+4（100-x-y）=2x+y+400.于是问题就归结为求k在已知条件下的线性规划问题.

解：已知条件可归结为下列不等式组：

[image: image702.wmf]y
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       x≥0，

       y≥0，

       x+y≤100，

       400x+600y+400（100-x-y）≥44000，

       800x+200y+400（100-x-y）≥48000.

[image: image703.wmf]x
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        x+y≤100，

即      y≥20，            ①

        2x-y≥40.

    在平面直角坐标系中，画出不等式组①所表示的平面区域，这个区域是直线x+y=100，y=20，2x-y=40围成的一个三角形区域EFG（包括边界），即可行域，如图所示的阴影部分.

设混合物的成本为k元，那么k=6x+5y+4（100-x-y）=2x+y+400.

作直线
[image: image572.wmf]0

l

：2x+y=0，把直线
[image: image573.wmf]0

l

向右上方平移至
[image: image574.wmf]1

l

位置时，直线经过可行域上的点E，且与原点的距离最小，此时2x+y的值最小，从而k的值最小.
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          2x-y=40，        x=30，

    由                得            即点E的坐标是（30，20）.

          y=20，           y=20，

所以，
[image: image575.wmf]最小值

k

=2×30+20+400=480（元），此时z=100-30-20=50.

答：取x=30，y=20，z=50时，混合物的成本最小，最小值是480元.
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5、解：设隔出大房间x间，小房间y间时收益为z元，则x、y满足

[image: image707.wmf]y
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       18x+15y≤180，

           1000x+600y≤8000，

           x，y∈N，

    且  z=200x+150y.
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x

O＇�

O

A

l

M(x,y)

x=－2�

所以   6x+5y≤60，

           5x+3y≤40，

           x，y∈N，

作出可行域及直线
[image: image576.wmf]0

l

：200x+150y=0，即4x+3y=0.（如图4）

把直线
[image: image577.wmf]0

l

向上平移至
[image: image578.wmf]1

l

的位置时，直线经过可行域上的点B，且与原点距离最大.此时，z=200x+150y取最大值.但解6x+5y=60与5x+3y=40联立的方程组得到B（
[image: image579.wmf]7

20

，
[image: image580.wmf]7

60

）.由于点B的坐标不是整数，而x，y∈N，所以可行域内的点B不是最优解.

为求出最优解，同样必须进行定量分析.

因为4×
[image: image581.wmf]7

20

+3×
[image: image582.wmf]7

60

=
[image: image583.wmf]7

260

≈37.1，但该方程的非负整数解（1，11）、（4，7）、（7，3）均不在可行域内，所以应取4x+3y=36.同样可以验证，在可行域内满足上述方程的整点为（0，12）和（3，8）.此时z取最大值1800元. 

6、解：解方程组可得A(6, -3)、B(6, -1)、C(4, 2)设方程x2+y2+Dx+Ey+F=0，则：


[image: image584.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

+

+

=

+

-

+

-

+

=

+

-

+

-

+

0

2

4

2

4

0

6

)

1

(

6

0

3

6

)

3

(

6

2

2

2

2

2

2

F

E

D

F

E

D

F

E

D


解之得：D=
[image: image585.wmf]2
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，E=4，F=30

所以所求的△ABC的外接圆方程为：
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7、分析：若直线y=kx+b与圆锥曲线f（x，y）=0相交于两点P（x1，y1）、Q（x2、y2），则弦PQ的长度的计算公式为
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，因此只要把直线y=kx+b的方程代入圆锥曲线f（x，y）=0方程，消去y（或x），结合一元二次方程根与系数的关系即可求出弦长。

  解：设A（x0，0）（x0＞0），则直线
[image: image589.wmf]l

的方程为y=x-x0，设直线
[image: image590.wmf]l

与椭圆相交于P（x1，y1），
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∴x02=4，又x0＞0，∴x0=2，∴A（2，0）。

8、解：圆方程x2+y2-2y-8=0即x2+(y-1)2=9的圆心O＇（0，1），半径r=3。

  设正方形的边长为p，则
[image: image596.wmf]r
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，∴
[image: image597.wmf]2
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，又O＇是正方形ABCD的中心，∴O＇到直线y=x+k的距离应等于正方形边长p的一半即
[image: image598.wmf]2
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，由点到直线的距离公式可知k=-2或k=4。

  （1）设AB：y=x-2     由  y=x-2

         CD：y=x+4         x2+y2-2y-8=0

  得A（3，1）B（0，-2），又点A、B在椭圆
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  （2）设AB：y=x+4，同理可得两交点的坐标分别为（0，4），（-3，1）代入椭圆方程得


[image: image601.wmf]16
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，此时b2＞a2（舍去）。

综上所述，直线
[image: image602.wmf]l

方程为y=x+4，椭圆方程为
[image: image603.wmf]1
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9、分析：已知了椭圆的焦点及相应准线，常常需要运用椭圆的第二定义：椭圆上的点到焦点的距离与到相应准线的距离之比等于离心率e，而该题中短轴端点也是椭圆上的动点，因此只要运用第二定义结合a、b、c的几何意义即可。

  解：设M（x，y），过M作
[image: image604.wmf]l
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化简得y2=2x，∴短轴端点的轨迹方程为y2=2x（x≠0）。

10、解：若椭圆的焦点在x轴上，如图，∵四边形B1F1B2F2是正方形，且A1F1=
[image: image613.wmf]1
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，由椭圆的几何意义可知，
[image: image614.wmf]2
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11、解:（1）设A、B两点的坐标分别为
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 EMBED Equation.3  [image: image621.wmf]0
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根据韦达定理，得            
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 ∴线段AB的中点坐标为（
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 由已知得
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  故椭圆的离心率为
[image: image625.wmf]2
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 （2）由（1）知
[image: image626.wmf],
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从而椭圆的右焦点坐标为
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的对称点为
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解得   
[image: image631.wmf]b
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由已知得 
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故所求的椭圆方程为
[image: image633.wmf]1
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12、分析：根据椭圆的第二定义，即到定点的距离与到定直线的距离之比等于常数e（0＜e＜1）的点的轨迹是椭圆，椭圆
[image: image634.wmf]1
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上任一点P（x1，y1）到左焦点F1的距离|PF1|=a+ex1，到右焦点F2的距离|PF2|=a-ex1；同理椭圆
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上任一点P（x1，y1）到两焦点的距离分别为a+ey1和a-ey1，这两个结论我们称之为焦半径计算公式，它们在椭圆中有着广泛的运用。

  解：由椭圆方程
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可知a2=2，b2=1则c=1，∴离心率
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的方程为：
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即x1x+2y1y-2=0，由点到直线的距离公式知，
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13、解: 以直线l为x轴，线段AB的中点为原点对立直角坐标系，则在l一侧必存在经A到P和经B到P路程相等的点，设这样的点为M，则

      |MA|+|AP|=|MB|+|BP|,

即   |MA|－|MB|=|BP|－|AP|=50,


[image: image644.wmf]Q



 EMBED Equation.3  [image: image645.wmf]7
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的右支上.

故曲线右侧的土石层经道口B沿BP运往P处，曲线左侧的土石层经道口A沿AP运往P处，按这种方法运土石最省工.

相关解析几何的实际应用性试题在高考中似乎还未涉及，其实在课本中还可找到典型的范例，你知道吗？

14、分析：
[image: image647.wmf]2
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的两个顶点为焦点，另一点是椭圆上的动点，因此
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为突破口，在该三角形中用正弦定理或余弦定理，结合椭圆的定义即可证得。

  证明：（1）在
[image: image650.wmf]2
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中，由正弦定理可知
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  （2）在
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中由余弦定理可知
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[image: image660.wmf]x


15、解: （1）建立平面直角坐标系, 如图所示 .                                     

∵| PA |+| PB |=| CA |+| CB | =
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∴动点P的轨迹是椭圆 .                                              

    ∵
[image: image662.wmf].
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∴曲线E的方程是 
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   （2）设直线L的方程为 
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i)  L与y轴重合时，
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1

|

|

|

|

=

=

DN

DM

l

                          

ii)  L与y轴不重合时，

  由①得   
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[image: image683.wmf]l

的取值范围是
[image: image684.wmf]÷
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16、分析：本小题主要考查直线、抛物线等基本知识，考查运用解析几何的方法分析问题和解决问题的能力。

解：（I）由点A（2，8）在抛物线

上，有

    解得


    所以抛物线方程为

，焦点F的坐标为（8，0）

（II）如图，由F（8，0）是

的重心，M是BC的中点，所以F是线段AM的定比分点，且

    设点M的坐标为

，则

    

   解得

 所以点M的坐标为





（III）由于线段BC的中点M不在x轴上，所以BC所在的直线不垂直于x轴。

    设BC所成直线的方程为    


    由

消x得    


    所以

    由（II）的结论得

    解得


    因此BC所在直线的方程为    

    即

。
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