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第21－24课时： 立体几何问题的题型与方法
一．复习目标：
1．在掌握直线与平面的位置关系(包括直线与直线、直线与平面、平面与平面间的位置关系)的基础上，研究有关平行和垂直的的判定依据(定义、公理和定理)、判定方法及有关性质的应用；在有关问题的解决过程中，进一步了解和掌握相关公理、定理的内容和功能，并探索立体几何中论证问题的规律；在有关问题的分析与解决的过程中提高逻辑思维能力、空间想象能力及化归和转化的数学思想的应用．

2．在掌握空间角(两条异面直线所成的角，平面的斜线与平面所成的角及二面角)概念的基础上，掌握它们的求法(其基本方法是分别作出这些角，并将它们置于某个三角形内通过计算求出它们的大小)；在解决有关空间角的问题的过程中，进一步巩固关于直线和平面的平行垂直的性质与判定的应用，掌握作平行线(面)和垂直线(面)的技能；通过有关空间角的问题的解决，进一步提高学生的空间想象能力、逻辑推理能力及运算能力．

3．通过复习，使学生更好地掌握多面体与旋转体的有关概念、性质，并能够灵活运用到解题过程中．通过教学使学生掌握基本的立体几何解题方法和常用解题技巧，发掘不同问题之间的内在联系，提高解题能力．

4．在学生解答问题的过程中，注意培养他们的语言表述能力和“说话要有根据”的逻辑思维的习惯、提高思维品质．使学生掌握化归思想，特别是将立体几何问题转化为平面几何问题的思想意识和方法，并提高空间想象能力、推理能力和计算能力．

5．使学生更好地理解多面体与旋转体的体积及其计算方法，能够熟练地使用分割与补形求体积，提高空间想象能力、推理能力和计算能力． 
二．考试要求：

（1）掌握平面的基本性质，会用斜二测的画法画水平放置的平面图形的直观图，能够画出空间两条直线、直线和平面的各种位置关系的图形，能够根据图形想象它们的位置关系。

（2）了解空两条直线的位置关系，掌握两条直线平行与垂直的判定定理和性质定理，掌握两条直线所成的角和距离的概念（对于异面直线的距离，只要求会计算已给出公垂线时的距离）。

（3）了解空间直线和平面的位置关系，掌握直线和平面平行的判定定理和性质定理，理解直线和平面垂直的判定定理和性质定理，掌握斜线在平面上的射影、直线和平面所成的角、直线和平面的距离的概念，了解三垂线定理及其逆定理。

（4）了解平面与平面的位置关系，掌握两个平面平行的判定定理和性质定理。掌握二面角、二面角的平面角、两个平面间的距离的概念，掌握两个平面垂直的判定定理和性质定理。

（5）会用反证法证明简单的问题。

（6）了解多面体的概念，了解凸多面体的概念。

（7）了解棱柱的概念，掌握棱柱的性质，会画直棱柱的直观图。

（8）了解棱锥的概念，掌握正棱锥的性质，会画正棱锥的直观图。

（9）了解正多面体的概念，了解多面体的欧拉公式。

（10）了解球的概念，掌握球的性质，掌握球的表面积、体积公式。
三．教学过程：

（Ⅰ）基础知识详析

高考立体几何试题一般共有4道(选择、填空题3道, 解答题1道), 共计总分27分左右,考查的知识点在20个以内. 选择填空题考核立几中的计算型问题, 而解答题着重考查立几中的逻辑推理型问题, 当然, 二者均应以正确的空间想象为前提. 随着新的课程改革的进一步实施,立体几何考题正朝着“多一点思考,少一点计算”的发展.从历年的考题变化看, 以多面体和旋转体为载体的线面位置关系的论证,角与距离的探求是常考常新的热门话题.

1．有关平行与垂直(线线、线面及面面)的问题，是在解决立体几何问题的过程中，大量的、反复遇到的，而且是以各种各样的问题(包括论证、计算角、与距离等)中不可缺少的内容，因此在主体几何的总复习中，首先应从解决“平行与垂直”的有关问题着手，通过较为基本问题，熟悉公理、定理的内容和功能，通过对问题的分析与概括，掌握立体几何中解决问题的规律——充分利用线线平行(垂直)、线面平行(垂直)、面面平行(垂直)相互转化的思想，以提高逻辑思维能力和空间想象能力．

2． 判定两个平面平行的方法：

   （1）根据定义——证明两平面没有公共点；

   （2）判定定理——证明一个平面内的两条相交直线都平行于另一个平面；

   （3）证明两平面同垂直于一条直线。

3．两个平面平行的主要性质：

    ⑴由定义知：“两平行平面没有公共点”。

    ⑵由定义推得：“两个平面平行，其中一个平面内的直线必平行于另一个平面。

    ⑶两个平面平行的性质定理：“如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那

么它们的交线平行”。

    ⑷一条直线垂直于两个平行平面中的一个平面，它也垂直于另一个平面。

    ⑸夹在两个平行平面间的平行线段相等。

    ⑹经过平面外一点只有一个平面和已知平面平行。

以上性质⑵、⑷、⑸、⑹在课文中虽未直接列为“性质定理”，但在解题过程中均可直接作为性质定理引用。

4．空间的角和距离是空间图形中最基本的数量关系，空间的角主要研究射影以及与射影有关的定理、空间两直线所成的角、直线和平面所成的角、以及二面角和二面角的平面角等．解这类问题的基本思路是把空间问题转化为平面问题去解决．

空间的角，是对由点、直线、平面所组成的空间图形中各种元素间的位置关系进行定量分析的一个重要概念，由它们的定义，可得其取值范围，如两异面直线所成的角
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]，直线与平面所成的角θ∈
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，二面角的大小，可用它们的平面角来度量，其平面角θ∈(0，π]．

对于空间角的计算，总是通过一定的手段将其转化为一个平面内的角，并把它置于一个平面图形，而且是一个三角形的内角来解决，而这种转化就是利用直线与平面的平行与垂直来实现的，因此求这些角的过程也是直线、平面的平行与垂直的重要应用．通过空间角的计算和应用进一步培养运算能力、逻辑推理能力及空间想象能力．

如求异面直线所成的角常用平移法（转化为相交直线）；求直线与平面所成的角常利用射影转化为相交直线所成的角；而求二面角(－l－(的平面角（记作(）通常有以下几种方法：

(1) 根据定义；

(2) 过棱l上任一点O作棱l的垂面(，设(∩(＝OA，(∩(＝OB，则∠AOB＝((图1)；

(3) 利用三垂线定理或逆定理，过一个半平面(内一点A，分别作另一个平面(的垂线AB(垂足为B),或棱l的垂线AC(垂足为C)，连结AC，则∠ACB＝( 或∠ACB＝(－((图2)；

(4) 设A为平面(外任一点，AB⊥(，垂足为B，AC⊥(，垂足为C，则∠BAC＝(或∠BAC＝(－((图3)；
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(5) 利用面积射影定理，设平面(内的平面图形F的面积为S，F在平面(内的射影图形的面积为S(，则cos(＝
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图 1                        图 2                         图  3

5.空间的距离问题，主要是求空间两点之间、点到直线、点到平面、两条异面直线之间（限于给出公垂线段的）、平面和它的平行直线、以及两个平行平面之间的距离．

求距离的一般方法和步骤是：一作——作出表示距离的线段；二证——证明它就是所要求的距离；三算——计算其值．此外，我们还常用体积法求点到平面的距离．

6．棱柱的概念和性质
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⑴理解并掌握棱柱的定义及相关概念是学好这部分知识的关键，要明确“棱柱   直棱柱    正棱柱”这一系列中各类几何体的内在联系和区别。
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⑵平行六面体是棱柱中的一类重要的几何体，要理解并掌握“平行六面体   直平行六面体   长方体   正四棱柱   正方体”这一系列中各类几何体的内在联系和区别。

⑶须从棱柱的定义出发，根据第一章的相关定理对棱柱的基本性质进行分析推导，以求更好地理解、掌握并能正确地运用这些性质。

⑷关于平行六面体，在掌握其所具有的棱柱的一般性质外，还须掌握由其定义导出的一些其特有的性质，如长方体的对角线长定理是一个重要定理并能很好地掌握和应用。还须注意，平行六面体具有一些与平面几何中的平行四边形相对应的性质，恰当地运用平行四边形的性质及解题思路去解平行六面体的问题是一常用的解题方法。

⑸多面体与旋转体的问题离不开构成几何体的基本要素点、线、面及其相互关系，因此，很多问题实质上就是在研究点、线、面的位置关系，与《直线、平面、简单几何体》第一部分的问题相比，唯一的差别就是多了一些概念，比如面积与体积的度量等．从这个角度来看，点、线、面及其位置关系仍是我们研究的重点．多面体与旋转体的体积问题是《直线、平面、简单几何体》课程当中相对独立的课题．体积和面积、长度一样，都是度量问题．常用“分割与补形”，算出了这些几何体的体积．

7．欧拉公式:如果简单多面体的顶点数为V，面数F，棱数E，那么V+F-E＝2.

计算棱数E常见方法：

(1)E＝V+F-2；

(2)E＝各面多边形边数和的一半；

(3)E＝顶点数与共顶点棱数积的一半。

8．经纬度及球面距离
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⑴根据经线和纬线的意义可知，某地的经度是一个二面角的度数，某地的纬度是一个线面角的度数，设球O的地轴为NS，圆O是0°纬线，半圆NAS是0°经线，若某地P是在东经120°，北纬40°，我们可以作出过P的经线NPS交赤道于B，过P的纬线圈圆O1交NAS于A，那么则应有：∠AO1P=120°(二面角的平面角) ，∠POB=40°（线面角）。
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⑵两点间的球面距离就是连结球面上两点的大圆的劣弧的长，因此，求两点间的球面距离的关键就在于求出过这两点的球半径的夹角。
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例如，可以循着如下的程序求A、P两点的球面距离。
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线段AP的长       ∠AOP的弧度数         大圆劣弧AP的长
9．球的表面积及体积公式

 S球表=4πR2                   V球=
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⑴球的体积公式可以这样来考虑：我们把球面分成若干个边是曲线的小“曲边三角形”；以球心为顶点，以这些小曲边三角形的顶点为底面三角形的顶点，得到若干个小三棱锥，所有这些小三棱锥的体积和可以看作是球体积的近似值.当小三棱锥的个数无限增加，且所有这些小三棱锥的底面积无限变小时，小三棱锥的体积和就变成球体积，同时小三棱锥底面面积的和就变成球面面积,小三棱锥高变成球半径.由于第n个小三棱锥的体积＝
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Snhn（Sn为该小三棱锥的底面积,​hn​为小三棱锥高），所以V球＝
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    ⑵在应用球体积公式时要注意公式中给出的是球半径R，而在实际问题中常给出球的外径（直径）.

⑶球与其它几何体的切接问题，要仔细观察、分析、弄清相关元素的位置关系和数量关系，选择最佳角度作出截面，以使空间问题平面化。

10．主要题型：

⑴以棱柱、棱锥为载体，考查线面平行、垂直，夹角与距离等问题。

⑵利用欧拉公式求解多面体顶点个数、面数、棱数。

⑶求球的体积、表面积和球面距离。解题方法：求球面距离一般作出相应的大圆，转化为平面图形求解。

11．注意事项

⑴须明确《直线、平面、简单几何体》中所述的两个平面是指两个不重合的平面。

⑵与“直线与直线平行”、“直线与平面平行”的概念一样“平面与平面平行”是

指“二平面没有公共点”。由此可知，空间两个几何元素（点、直线、平面称为空间三个几何元素）间“没有公共点”时，它们间的关系均称为“互相平行”。要善于运用平面与平面平行的定义所给定的两平面平行的最基本的判定方法和性质。

    ⑶注意两个平行平面的画法——直观地反映两平面没有公共点，将表示两个平面的平行四边形画成对应边平行。两个平面平行的写法与线、线平行，线、面平行的写法一议，即将“平面
[image: image9.wmf]a

平行于平面
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”，记为“
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”。

⑷空间两个平面的位置关系有且只有“两平面平行”和“两平面相交”两种关系。

⑸在明确“两个平行平面的公垂线”、“两个平行平面的公垂线段”、“两个平行平面的距离”的概念后，应该注意到，两平行平面间的公垂线段有无数条，但其长度都相等——是唯一确定的值，且两平行平面间的公垂线段，是夹在两平行平面间的所有线段中最短的线段，此外还须注意到，两平行平面间的距离可能化为“其中一个平面内的直线到另一个平面的距离”又可转化为“其中一个面内的一个点到另一个平面的距离。

⑹三种空间角，即异面直线所成角、直线与平面所成角。平面与平面所成二面角。它们的求法一般化归为求两条相交直线的夹角，通常“线线角抓平移，线面角找射影，面面角作平面角”而达到化归目的，有时二面角大小出通过cos
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来求。

⑺有七种距离，即点与点、点到直线、两条平行直线、两条异面直线、点到平面、平行于平面的直线与该平面、两个平行平面之间的距离，其中点与点、点与直线、点到平面的距离是基础，求其它几种距离一般化归为求这三种距离，点到平面的距离有时用“体积法”来求。

（Ⅱ）范例分析
例1、⑴已知水平平面
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内的两条相交直线a, b所成的角为
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，如果将角
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绕着其顶点，在竖直平面内作上下转动， 转动到离开水平位值的
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处，且与两条直线a,b都成角
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⑵已知异面直线a,b所成的角为70
[image: image33.wmf]0

,则过空间一定点O,与两条异面直线a,b都成60
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角的直线有                                                           (   )条.

A. 1         B. 2         C. 3           D. 4

⑶异面直线a,b所成的角为
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,空间中有一定点O,过点O有3条直线与a,b所成角都是60
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的取值可能是          (   ).

A. 30
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      B. 50
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      C. 60
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⑷一个凸多面体有8个顶点，①如果它是棱锥，那么它有      条棱，     个面；②如果它是棱柱，那么它有      条棱      个面.

分析与解答: 

⑴ 如图1所示,易知直线
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   在Rt△OBC和Rt△OAC中，tg
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⑵如图2所示，过空间一点O分别作
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则所求直线即为过点O且与
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都成60
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角的直线。                        
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∴将两对对顶角的平分线绕　　　　　　　　　图１
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⑶过点O分别作
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∥b,则过点O有三条直线与
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a,b所成角都为60
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，等价于过点O有三条直线与                   图2
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则
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都成60
[image: image83.wmf]0

角。如果
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所成角都为60
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此时过点 O有三条直线与
[image: image94.wmf]b
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,

所成角都为60
[image: image95.wmf]0

。其中一条

正是
[image: image96.wmf]q

¢

角的平分线.

⑷①如果它是棱锥，则是七棱锥，有14条棱，8个面②如果它是棱柱，则是四棱柱，有12条棱，6个面.

说明： 本组新题主要考查空间直线与直线、直线与平面、平面与平面间的位直关系，考查空间想象和转化能力，以及周密的分析问题和解决问题

例2、如图1，设ABC-A
[image: image97.wmf]1

B
[image: image98.wmf]1

C
[image: image99.wmf]1

是直三棱柱，F是A
[image: image100.wmf]1

B
[image: image101.wmf]1

的中点，且[image: image102.png]



[image: image103.png]=11



   [image: image104.png]22




(1)求证：AF⊥A
[image: image105.wmf]1

C；   (2)求二面角C-AF-B的大小．

分析：先来看第1问，我们“倒过来”分析．如果已经证得AF⊥A
[image: image106.wmf]1

C，则注意到因为AB=2AA
[image: image107.wmf]1

=2a，ABC-A
[image: image108.wmf]1

B
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[image: image110.wmf]1

是直三棱柱，从而若设E是AB的中点，就有A
[image: image111.wmf]1

E⊥AF，即AF⊥平面A
[image: image112.wmf]1

CE．那么，如果我们能够先证明AF⊥平面A
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CE，则就可以证得AF⊥A
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C，而这由CE⊥平面AA
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B立得．

再来看第2问．为计算二面角C-AF-B的大小，我们需要找到二面角C-AF-B的平面角．由前面的分析知，CE⊥平面AA
[image: image117.wmf]1

B
[image: image118.wmf]1

B，而AF⊥A
[image: image119.wmf]1

E，所以，若设G是AF与A
[image: image120.wmf]1

E的中点，则∠CGE即为二面角C-AF-B的平面角，再计算△CGE各边的长度即可求出所求二面角的大小．

解：(1)如图2，设E是AB的中点，连接CE，EA
[image: image121.wmf]1

．由ABC-A
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是直三棱柱，知AA
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⊥平面ABC，而CE平面ABC，所以CE⊥AA
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，

∵AB=2AA
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=2a，∴AA
[image: image128.wmf]1

=a，AA
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⊥AE，知AA
[image: image130.wmf]1

FE是正方形，从而AF⊥A
[image: image131.wmf]1

E．而A
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E是A
[image: image133.wmf]1

C在平面AA
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FE上的射影，故AF⊥A
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C；

(2)设G是AB
[image: image136.wmf]1

与A1E的中点，连接CG．因为CE⊥平面AA
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B
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B，AF⊥A
[image: image139.wmf]1

E，由三垂线定理，CG⊥AF，所以∠CGE就是二面角C-AF-B的平面角．∵AA
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FE是正方形，AA
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[image: image145.wmf]60
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，从而二面角C-AF-B的大小为
[image: image146.wmf]60
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。

说明：假设欲证之结论成立，“倒着”分析的方法是非常有效的方法，往往能够帮助我们迅速地找到解题的思路．《直线、平面、简单几何体》关于平行与垂直的问题都可以使用这种分析方法．但需要注意的是，证明的过程必须是“正方向”的，防止在证明过程中用到欲证之结论，从而形成“循环论证”的逻辑错误．

例3、 一条长为2的线段夹在互相垂直的两个平面(、(之间，AB与(成45o角，与(成
[image: image147.wmf]30

o

角，过A、B两点分别作两平面交线的垂线AC、BD，求平面ABD与平面ABC所成的二面角的大小．


            以CD为轴，将平                 以AB为轴，将平  

            面BCD旋转至与                  面ABD旋转至与 
            平面ACD共面                    平面ABC共面 
图 1                        图 2                     图 3          

解法１、过D点作DE⊥AB于E，过E作EF⊥AB交BC于F(图1)，连结DF，则∠DEF即为二面角D－AB－C的平面角．

为计算△DEF各边的长，我们不妨画出两个有关的移出图．在图2中，可计算得DE＝1，EF＝
[image: image148.wmf]3

1

，BF＝
[image: image149.wmf]0
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cos

BE

＝
[image: image150.wmf]3

2

．在移出图3中，

∵  cosB＝
[image: image151.wmf]BC

BD

＝
[image: image152.wmf]3
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,

在△BDF中，由余弦定理：

DF 2＝BD 2＋BF 2－2BD ( BF ( cosB
  ＝(
[image: image153.wmf]2

)2＋(
[image: image154.wmf]3
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)2 －2( 
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＝
[image: image158.wmf]3

2

．

（注：其实，由于AB⊥DE，AB⊥EF，∴  AB⊥平面DEF，∴  AB⊥DF．

又∵  AC⊥平面(，　∴　AC⊥DF．   ∴　DF⊥平面ABC，  ∴  DF⊥BC，即DF是Rt△BDC斜边BC上的高，于是由BC ( DF＝CD ( BD可直接求得DF的长．）

在△DEF中，由余弦定理：

cos∠DEF＝
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[image: image161.wmf]3
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∴  ∠DEF＝arccos
[image: image162.wmf]3

3

.此即平面ABD与平面ABC所成的二面角的大小．

解法２、过D点作DE⊥AB于E，过C作CH⊥AB于H，则HE是二异面直线CH和DE的公垂线段，CD即二异面直线上两点C、D间的距离．运用异面直线上两点间的距离公式，得：

 CD 2＝DE 2＋CH 2＋EH 2－2DE ( CH ( cos(               (*)

（注：这里的(是平面ABD与平面ABC所成的二面角的大小，当0＜( o≤90o，( 亦即异面直线CH与DE所成的角；当90o＜( ＜180o，异面直线所成的角为180o－( .）

∵  CD＝DE＝1，CH＝
[image: image163.wmf]2

3

，HE＝
[image: image164.wmf]2

1

，

从而算得  cos(＝
[image: image165.wmf]3

3

，  ∴  (＝arccos
[image: image166.wmf]3
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.

说明：(1)解空间图形的计算问题，首先要解决定位问题（其中最基本的是确定点在直线、点在平面上的射影），其次才是定量问题．画空间图形的“平面移出图”是解决定位难的有效方法，必须熟练掌握．

(2) 解法２具有普遍意义，特别是公式(*)，常可达到简化运算的目的．

例4、如图1，直三棱柱ABC－A
[image: image167.wmf]1

B
[image: image168.wmf]1

C
[image: image169.wmf]1

的各条棱长都相等，

D为棱BC上的一点，在截面ADC
[image: image170.wmf]1

中，若∠ADC
[image: image171.wmf]1

＝
[image: image172.wmf]90

o

，

求二面角D－AC​1－C的大小．

解：由已知，直三棱柱的侧面均为正方形，                     图 7

∵ ∠ADC1＝90o，即AD⊥C1D．又CC1⊥平面ABC，

∴ AD⊥CC1.　∴ AD⊥侧面BC1，∴ AD⊥BC，                    图1

∴ D为BC的中点．                                            

过C作CE⊥C1D于E，∵  平面ADC1⊥侧面BC1，

∴ CE⊥平面ADC1．取AC1的中点F，连结CF，则CF⊥AC1．

连结EF，则EF⊥AC1(三垂线定理)

∴ ∠EFC是二面角D－AC1－C的平面角．

在Rt△EFC中，sin∠EFC＝
[image: image173.wmf]CF

CE

.  ∵ BC＝CC1＝a
易求得  CE＝
[image: image174.wmf]5
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，CF＝
[image: image175.wmf]a
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.

∴ sin∠EFC＝
[image: image176.wmf]5

10

， ∴  ∠EFC＝arcsin
[image: image177.wmf]5

10

.

∴ 二面角D－AC1－C的大小为arcsin
[image: image178.wmf]5

10

.

例5、已知PA⊥矩形ABCD所在平面，M、N分别是AB、PC的中点.

   （1）求证：MN⊥AB；

   （2）设平面PDC与平面ABCD所成的二面角为锐角θ，问能否确定θ使直线MN是异

面直线AB与PC的公垂线？若能，求出相应θ的值；若不能，说明理由.

解：（1）∵PA⊥矩形ABCD，BC⊥AB，∴PB⊥BC，PA⊥AC，即△PBC和△PAC都是

以PC为斜边的直角三角形，
[image: image179.wmf]BN
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2

1

，又M为AB的中点，

∴MN⊥AB.

（2）∵AD⊥CD，PD⊥CD.∴∠PDA为所求二面角的平面角，即∠PDA=θ.

设AB=a，PA=b，AD=d，则
[image: image180.wmf]2
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[image: image181.wmf]2
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  设PM=CM则由N为PC的中点，

∴MN⊥PC由（1）可知MN⊥AB，∴MN为

PC与AB的公垂线，这时PA=AD，∴θ=45°。

例6、 四棱锥P—ABCD的底面是边长为a的正方形，PB⊥面ABCD.


（1）若面PAD与面ABCD所成的二面角为60°，求这个四棱锥的体积；


（2）证明无论四棱锥的高怎样变化，面PAD与面PCD所成的二面角恒大于90°

解:（1）正方形ABCD是四棱锥P—ABCD的底面, 其面积

为
[image: image182.wmf],

2

a

从而只要算出四棱锥的高就行了.


[image: image183.wmf]^

PB

Q

面ABCD,

∴BA是PA在面ABCD上的射影.又DA⊥AB，    ∴PA⊥DA，

    ∴∠PAB是面PAD与面ABCD所成的二面角的平面角，

      ∠PAB=60°.                 

      而PB是四棱锥P—ABCD的高，PB=AB·tan60°=
[image: image184.wmf]3

a,
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（2）不论棱锥的高怎样变化，棱锥侧面PAD与PCD恒为全等三角形.

      作AE⊥DP，垂足为E，连结EC，则△ADE≌△CDE，


  
[image: image186.wmf]CEA
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,

o

是面PAD与面PCD所成的二面角的平面角.

          设AC与DB相交于点O，连结EO，则EO⊥AC，
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      在
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     故平面PAD与平面PCD所成的二面角恒大于90°.


    说明：本小题主要考查线面关系和二面角的概念，以及空间想象能力和逻辑推理能力, 具有一定的探索性, 是一道设计新颖, 特征鲜明的好题.
例7、如图，直三棱柱ABC-A1B1C1的底面ABC为等腰直角三角形，∠ACB=900，AC=1，C点到AB1的距离为CE=
[image: image189.wmf]2

3

，D为AB的中点.

（1）求证：AB​1⊥平面CED；

（2）求异面直线AB1与CD之间的距离；

（3）求二面角B1—AC—B的平面角.

解:（1）∵D是AB中点，△ABC为等腰直角三角形，

∠ABC=900，∴CD⊥AB又AA1⊥平面ABC，∴CD⊥AA1.

∴CD⊥平面A1B1BA  ∴CD⊥AB1，又CE⊥AB1，

 ∴AB1⊥平面CDE；

（2）由CD⊥平面A1B1BA  ∴CD⊥DE

∵AB1⊥平面CDE  ∴DE⊥AB1,

∴DE是异面直线AB1与CD的公垂线段

∵CE=
[image: image190.wmf]2

3

，AC=1 , ∴CD=
[image: image191.wmf].
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[image: image192.wmf]2
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；

（3）连结B1C，易证B1C⊥AC，又BC⊥AC , 

∴∠B1CB是二面角B1—AC—B的平面角.

在Rt△CEA中，CE=
[image: image193.wmf]2
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，BC=AC=1,∴∠B1AC=600
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说明：作出公垂线段和二面角的平面角是正确解题的前提, 当然, 准确地作出应当有严格的逻辑推理作为基石.

例8、 如图，在三棱锥
[image: image198.wmf]ABC
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中，
[image: image199.wmf]^

SA

平面
[image: image200.wmf]ABC

，
[image: image201.wmf]1
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AB

，
[image: image202.wmf]2
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，D为BC的中点.

（1）判断AD与SB能否垂直，并说明理由； 

（2）若三棱锥
[image: image203.wmf]ABC
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的体积为
[image: image204.wmf]6

3

，且
[image: image205.wmf]BAC

Ð

为   钝角，求二面角
[image: image206.wmf]A

BC

―

―

S

的平面角的正切值；

（3）在（Ⅱ）的条件下，求点A到平面SBC的距离.

   解：（1）因为SB在底面ABC上的射影AB与AD不垂直，否则与AB=AC且D为BC的中点矛盾，所以AD与SB不垂直；

（2）设
[image: image207.wmf]q

=

Ð

BAC

，则
[image: image208.wmf]6

3

2

1

2

1

3

1

2

=

q

´

´

´

´

=

sin

V

 

解得 
[image: image209.wmf]2

3

=

q

sin

，所以
[image: image210.wmf]0

60

=

q

（舍），
[image: image211.wmf]0

120

=

q

.


[image: image212.wmf]^

SA

Q

平面ABC，AB=AC，D为BC的中点


[image: image213.wmf]\



EMBED Equation.3[image: image214.wmf]BC

SD

BC

AD

^

^

,

，

则
[image: image215.wmf]SDA

Ð

是二面角S—BC—A的平面角.

在
[image: image216.wmf]SDA

Rt

D

中，
[image: image217.wmf]4

=

=

Ð

AD

SA

SDA

tan

,

故二面角的正切值为４；

（3）由（2）知，
[image: image218.wmf]^

BC

平面SDA，所以平面SBC
[image: image219.wmf]^

平面SDA，过点A作AE
[image: image220.wmf]^

SD，则AE
[image: image221.wmf]^

平面SBC，于是点A到平面SBC的距离为AE,

从而
[image: image222.wmf]17

17

2

=

Ð

=

SDA

AD

AE

sin

即A到平面SBC的距离为
[image: image223.wmf]17

17

2

.
例9、如图a—l—
[image: image224.wmf]b

是120°的二面角，A，B两点在棱上，AB=2，D在
[image: image225.wmf]a

内，三角形ABD是等腰直角三角形，∠DAB=90°，C在
[image: image226.wmf]b

内，
[image: image227.wmf]D

ABC是等腰直角三角形∠ACB=
[image: image228.wmf].

90

0


（I） 求三棱锥D—ABC的体积；

（2）求二面角D—AC—B的大小；      

（3）求异面直线AB、CD所成的角.


[image: image229.png]




 EMBED PBrush  [image: image230.png]



  解:  (1) 过D向平面
[image: image231.wmf]b

做垂线，垂足为O，连强OA并延长至E. 


[image: image232.wmf]DAE

OA

AB

DA

OA

AD

AB

Ð

\

^

\

^

,

,

上的射影

在平面

为

b

Q

为二面角a—l—
[image: image233.wmf]b

的平面角.
[image: image234.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]3

,

2

=

\

=

=

DO

AB

AD

Q

.


[image: image236.wmf]ABC

D

Q

是等腰直角三角形，斜边AB=2.
[image: image237.wmf],

1

=

\

D

ABC

S

又D到平面
[image: image238.wmf]b

的距离DO=
[image: image239.wmf].

3



[image: image240.wmf].

3

3

=

\

-

ABC

D

V


（2）过O在
[image: image241.wmf]b

内作OM⊥AC,交AC的反向延长线于M,连结DM.则AC⊥DM.∴∠DMO  为二面角D—AC—B的平面角. 又在△DOA中，OA=2cos60°=1.且
[image: image242.wmf].

2
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,
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=
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Ð
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Ð
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OAM
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 EMBED Equation.3  [image: image243.wmf]tan6.arctan6.

DMODMO

\Ð=\Ð=


  （3）在
[image: image244.wmf]b

平在内，过C作AB的平行线交AE于F，∠DCF为异面直线AB、CD所成的角.  
[image: image245.wmf]ACF

CAF

DF

CF

AF

CF

AF

AB

D

=

Ð

^

\

^

\

^

即

又

,

45

,

,

o

Q

为等腰直角三角形，又AF等于C到AB的距离，即△ABC斜边上的高,
[image: image246.wmf].

1

=

=

\

CF
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[image: image247.wmf]222

2cos1207.tan7.tan7.

DF

DFADAFADAFDCFDCF

CF

\=+-×=\Ð==\Ð=

o

异面直线AB,CD所成的角为arctan
[image: image248.wmf].

7


例10、在平面几何中有如下特性：从角的顶点出发的一条射线上任意一点到角两边的距离之比为定值。类比上述性质，请叙述在立体几何中相应地特性，并画出图形。不必证明。
类比性质叙述如下 ：


解：立体几何中相应地性质：

⑴从二面角的棱出发的一个半平面内任意一点到二面角的两个面的的距离

之比为定值。

⑵从二面角的棱上一点出发的一条射线上任意一点到二面角的两个面

的距离之比为定值。

⑶在空间，从角的顶点出发的一条射线上任意一点到角两边的距离

之比为定值。

⑷在空间，射线
[image: image249.wmf]OD

上任意一点
[image: image250.wmf]P

到射线
[image: image251.wmf]OA

、
[image: image252.wmf]OB

、
[image: image253.wmf]OC

的距离之比不变。

⑸在空间，射线
[image: image254.wmf]OD

上任意一点
[image: image255.wmf]P

到平面
[image: image256.wmf]AOB

、
[image: image257.wmf]BOC

、
[image: image258.wmf]COA

的

距离之比不变。

说明：（2）——（5）还可以有其他的答案。

例11、已知圆锥的侧面展开图是一个半圆，它被过底面中心O1且平行于母线AB的平面所截，若截面与圆锥侧面的交线是焦参数（焦点到准线的距离）

为p的抛物线.

（1）求圆锥的母线与底面所成的角；

（2）求圆锥的全面积．

    解: （1）设圆锥的底面半径为R，母线长为l，

由题意得：
[image: image259.wmf]R

l

p

p

2

=

,

即
[image: image260.wmf]2

1

cos

1

=

=

l

R

ACO

,

所以母线和底面所成的角为
[image: image261.wmf].

60

0


（2）设截面与圆锥侧面的交线为MON，其中O为截面与

AC的交点，则OO1//AB且
[image: image262.wmf].

2

1

1

AB

OO

=


在截面MON内，以OO1所在有向直线为y轴，O为原点，建立坐标系，则O为抛物的顶点，所以抛物线方程为x2=－2py，点N的坐标为（R，－R），代入方程得

R2=－2p（－R），得R=2p，l=2R=4p.

∴圆锥的全面积为
[image: image263.wmf]2

2

2

2
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p

p

=
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+

.

说明：将立体几何与解析几何相链接, 颇具新意, 预示了高考命题的新动向. 类似请思考如下问题:

     一圆柱被一平面所截，截口是一个椭圆．已知椭圆的长轴长为5，短轴长为4，被截后几何体的最短侧面母      

线长为1，则该几何体的体积等于          ．

例12、在直角梯形ABCD中，∠A=∠D=90°，AB＜CD，SD⊥平面ABCD，AB=AD=a，S D=
[image: image264.wmf]a

2

，在线段SA上取一点E（不含端点）使EC=AC，截面CDE与SB交于点F。

（1）求证：四边形EFCD为直角梯形；

（2）求二面角B-EF-C的平面角的正切值；

（3）设SB的中点为M，当
[image: image265.wmf]AB

CD

的值是多少时，能使△DMC

为直角三角形？请给出证明.

解：（1）∵　CD∥AB，AB
[image: image266.wmf]Ì

平面SAB ∴CD∥平面SAB

面EFCD∩面SAB=EF，

∴CD∥EF ∵
[image: image267.wmf],

,
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0
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CD

D

^

\
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Ð


又
[image: image268.wmf]^

SD

面
[image: image269.wmf]ABCD

 

∴
[image: image270.wmf]CD

SD

^

 
[image: image271.wmf]^

\

CD

平面SAD，∴
[image: image272.wmf]ED

CD

^

又
[image: image273.wmf]CD

AB

EF

<

<

 


[image: image274.wmf]EFCD

\

为直角梯形  

（2）
[image: image275.wmf]^

CD

Q

平面
[image: image276.wmf]EF

SAD

,

∥
[image: image277.wmf]^

EF

CD

,

平面SAD 


[image: image278.wmf]AED

EF

DE

EF

AE

Ð

\

^

^

\

,

,

即为二面角D—EF—C的平面角



[image: image279.wmf]CDE

Rt

CD

ED

D

\

^

,

中
[image: image280.wmf]2

2

2

CD

ED

EC

+

=


而
[image: image281.wmf]2

2

2

CD

AD

AC

+

=

且
[image: image282.wmf]EC

AC

=



[image: image283.wmf],

EDADADE

a

\==\D

为等腰三角形，
[image: image284.wmf]tan2

AEDEADAED

\Ð=Ð\Ð=




(3)当
[image: image285.wmf]2

CD

AB

=

时，
[image: image286.wmf]DMC

D

为直角三角形 .


[image: image287.wmf]0
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[image: image288.wmf]BD

BC

a

BC

^
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\
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2

,


[image: image289.wmf]^

\

SD

平面
[image: image290.wmf]^

\

^

\

BC

BC

SD

ABCD

,

,

平面
[image: image291.wmf]SBD

.

在
[image: image292.wmf]SBD

D

中，
[image: image293.wmf]M

DB

SD

,

=

为SB中点，
[image: image294.wmf]SB

MD

^

\

.


[image: image295.wmf]^

\

MD

平面
[image: image296.wmf]Ì

MC

SBC

,

平面
[image: image297.wmf],

SBC

 
[image: image298.wmf]MDMCDMC

\^\D

为直角三角形。

例13、如图，几何体ABCDE中，△ABC是正三角形，EA和DC都垂直于平面ABC，且EA=AB=2a， DC=a，F、G分别为EB和AB的中点.

（1）求证：FD∥平面ABC；

（2）求证：AF⊥BD；

 (3) 求二面角B—FC—G的正切值.

解: ∵F、G分别为EB、AB的中点，

∴FG=
[image: image299.wmf]2

1

EA，又EA、DC都垂直于面ABC,  FG=DC，

    ∴四边形FGCD为平行四边形，∴FD∥GC，又GC
[image: image300.wmf]Ì

面ABC，

    ∴FD∥面ABC.

（2）∵AB=EA，且F为EB中点，∴AF⊥EB  ①  又FG∥EA，EA⊥面ABC

∴FG⊥面ABC ∵G为等边△ABC，AB边的中点，∴AG⊥GC.

∴AF⊥GC又FD∥GC，∴AF⊥FD  ② 

由①、②知AF⊥面EBD，又BD
[image: image301.wmf]Ì

面EBD，∴AF⊥BD.


（3）由（1）、（2）知FG⊥GB，GC⊥GB，∴GB⊥面GCF.

过G作GH⊥FC，垂足为H，连HB，∴HB⊥FC.

∴∠GHB为二面角B-FC-G的平面角.

易求
[image: image302.wmf]323

,tan

23

3

2

a

GHaGHB

a

=\Ð==

.

例14、如图，正方体ABCD—A1B1C1D1的棱长为1，

P、Q分别是线段AD1和BD上的点，

且D1P∶PA=DQ∶QB=5∶12.

 (1) 求证PQ∥平面CDD
[image: image303.wmf]1

C
[image: image304.wmf]1

；

(2) 求证PQ⊥AD；

     (3) 求线段PQ的长. 

解：（1）在平面AD
[image: image305.wmf]1

内，作PP
[image: image306.wmf]1

∥AD与DD
[image: image307.wmf]1

交于点P
[image: image308.wmf]1

，在平面AC内，作

QQ1∥BC交CD于点Q
[image: image309.wmf]1

，连结P
[image: image310.wmf]1

Q
[image: image311.wmf]1

.

    ∵ 
[image: image312.wmf]12

5

1

=

=

QB

DQ

PA

P

D

,     ∴PP1
[image: image313.wmf]//

QQ
[image: image314.wmf]1

 .

由四边形PQQ
[image: image315.wmf]1

P
[image: image316.wmf]1

为平行四边形,   知PQ∥P
[image: image317.wmf]1

Q
[image: image318.wmf]1

，而P
[image: image319.wmf]1

Q
[image: image320.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image321.wmf]Ì

平面CDD
[image: image322.wmf]1

C
[image: image323.wmf]1

， 

 所以PQ∥平面CDD
[image: image324.wmf]1

C
[image: image325.wmf]1



（2）
[image: image326.wmf]Q

AD⊥平面D
[image: image327.wmf]1

DCC
[image: image328.wmf]1

，    ∴AD⊥P
[image: image329.wmf]1

Q
[image: image330.wmf]1

，又∵PQ∥P
[image: image331.wmf]1

Q
[image: image332.wmf]1

，   ∴AD⊥PQ.

（3）由（1）知P
[image: image333.wmf]1

Q
[image: image334.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image335.wmf]//

 PQ,


[image: image336.wmf]12

5

QB

DQ

C

Q

DQ

1

1

=

=

，而棱长CD=1.     ∴DQ
[image: image337.wmf]1

=
[image: image338.wmf]17

5

.  同理可求得 P
[image: image339.wmf]1

D=
[image: image340.wmf]17

12

.

在Rt△P
[image: image341.wmf]1

DQ
[image: image342.wmf]1

中，应用勾股定理, 立得P
[image: image343.wmf]1

Q
[image: image344.wmf]1

=


[image: image345.wmf]17
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做为本题的深化, 我们提出这样的问题： P, Q分别是BD, 
[image: image346.wmf]1

AD

上的动点,试求
[image: image347.wmf]PQ

的最小值, 请应用函数方法计算， 并与如下2002年全国高考试题做以对照, 可以得到一些启示。

如图，正方形ABCD、ABEF的边长都是1,而且平面ABCD、ABEF互相垂直。点M在AC上移动，点N在BF上移动，若CM=BN=
[image: image348.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image349.wmf]).

2
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（1） 求MN的长；

（2） 当
[image: image350.wmf]a

为何值时，MN的长最小；

（3） 当MN长最小时，求面MNA与面MNB所成的二面角
[image: image351.wmf]a

的大小。

立体几何知识是复课耗时较多, 而考试得分偏底的题型. 只有放底起点, 依据课本, 熟化知识, 构建空间思维网络, 掌握解三角形的基本工具, 严密规范表述, 定会突破解答立几考题的道道难关.
例15、（2004年北京春季高考题）如图，

四棱锥

的底面是边长为1的正方形，                         
[image: image352.wmf]D

A

B

S

C


SD垂直于底面ABCD，

。

    （I）求证

；    

（II）求面ASD与面BSC所成二面角的大小；

    （III）设棱SA的中点为M，求异面直线DM与SB所成角的大小。

分析：本小题主要考查直线与平面的位置关系等基本知识，考查空间想象能力、逻辑思维能力和运算能力。

    （I）证明：如图1




图1

    

底面ABCD是正方形    


    

底面ABCD    

DC是SC在平面ABCD上的射影

    由三垂线定理得


     （II）解：

底面ABCD，且ABCD为正方形

    

可以把四棱锥

补形为长方体

，如图2

    面ASD与面BSC所成的二面角就是面

与面

所成的二面角，



    

又

    

为所求二面角的平面角

    在

中，由勾股定理得

    在

中，由勾股定理得


    

    即面ASD与面BSC所成的二面角为




            
[image: image353.wmf]B

A

D

S

l

C


图2                                  图3

    （III）解：如图3    


    

是等腰直角三角形    又M是斜边SA的中点



  



面ASD，SA是SB在面ASD上的射影

    由三垂线定理得

    

异面直线DM与SB所成的角为


例16、在边长为a的正三角形的三个角处各剪去一个四边形．这个四边形是由两个全等的直角三角形组成的，并且这三个四边形也全等，如图①．若用剩下的部分折成一个无盖的正三棱柱形容器，如图②．则当容器的高为多少时，可使这个容器的容积最大，并求出容积的最大值．

                        图①                        图②

   解:  设容器的高为x．则容器底面正三角形的边长为
[image: image354.wmf]x
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[image: image356.wmf]54
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    当且仅当 
[image: image357.wmf].
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故当容器的高为
[image: image358.wmf]a

18

3

时，容器的容积最大，其最大容积为
[image: image359.wmf].
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用导数的方法，三次函数的最值问题用导数求解最方便，不妨一试. 另外，本题的深化似乎与2002年全国高考文科数学压轴题有关. 类似的问题是：

某企业设计一个容积为V的密闭容器，下部是圆柱形，上部是半球形，当圆柱的底面半径r和圆柱的高h为何值时，制造这个密闭容器的用料最省（即容器的表面积最小）.

（Ⅲ）、强化训练

1．下列命题中错误的是


（   ）


A．若一直线垂直于一平面，则此直线必垂直于这一平面内所有直线


B．若一平面经过另一平面的垂线，则两个平面互相垂直


C．若一条直线垂直于平面内的一条直线，则此直线垂直于这一平面


D．若平面内的一条直线和这一平面的一条斜线的射影垂直，则它也和这条斜线垂直

2．设α、β是不重合的两个平面，l和m是不重合的两条直线，那么α∥β的一个充分条件是（   ）


A．l
[image: image360.wmf]Ì

α，m
[image: image361.wmf]Ì

α，且l∥β，m∥β
B．l
[image: image362.wmf]Ì

α，m
[image: image363.wmf]Ì

β，且l∥m

C．l⊥α，m⊥β，且l∥m
D．l∥α，m∥β，且l∥m
3．正方体ABCD－A1B1C1D1中，E、F分别是AB、BB1的中点，那么A1E和C1F所成的角是（    ）


A．60°
B．arccos
[image: image364.wmf]5

2


C．arcsin
[image: image365.wmf]5

2


D．45°

4．下列四个命题：

  （1）如果两个平面垂直于同一个平面，那么这两个平面平行；

  （2）直线a∥平面α，直线b∥平面α，且a、b都在平面β内，则平面α∥平面β；

  （3）一个二面角的两个半平面分别垂直于另一个二面角的两个半平面，则这两个二面角

必相等或互补；

  （4）两个二面角的面分别对应平行时，它们的平面角相等或互补；

       其中正确的有

（     ）


A．0个
B．1个
C．2个
D．3个

5．从P点出发的三条射线PA、PB、PC两两成60°角，则PC与面PAB所成角的余弦值为（    ）


A．
[image: image366.wmf]2

3


B．
[image: image367.wmf]3

3


C．
[image: image368.wmf]6

3


D．以上都不对

6. (2004年北京春季高考)一个圆锥的侧面积是其底面积的2倍，则该圆锥的母线与底面所成的角为                                                               （   ）

    A. 



B. 



C. 



D. 


7. (2004年北京春季高考)两个完全相同的长方体的长、宽、高分别为5cm，4cm，3cm，把它们重叠在一起组成一个新长方体，在这些新长方体中，最长的对角线的长度是（    ）

A. 




B. 



C. 



D. 


8．球面上有3个点，其中任意两点的球面积距离都等于大圆周长的
[image: image369.wmf]6

1

，经过这三点的小圆周长为4π，那么这个球的半径为

（   ）


A．4
[image: image370.wmf]3


B．2
[image: image371.wmf]3


C．2
D．
[image: image372.wmf]3


9．正三棱锥底面边长为a，侧棱与底面所成角为60°，过底面一边作一截面使其与底面成

    30°的二面角，则此截面面积为 

（    ）


A．
[image: image373.wmf]2

4

3

a


B．
[image: image374.wmf]2

3

1

a


C．
[image: image375.wmf]2

8

3

a


D．以上答案都不对

10．二面角α—a—β的平面角为120°，在面α内，AB⊥a于B，AB=2在平面β内，CD⊥a

    于D，CD=3，BD=1，M是棱a上的一个动点，则AM+CM的最小值为
（   ）


A．2
[image: image376.wmf]5


B．2
[image: image377.wmf]2


C．
[image: image378.wmf]26


D．2
[image: image379.wmf]6


11．如右图是一个无盖的正方体盒子展开后的平面图，A、B、C是展开图

 上的三点，则在正方体盒子中，∠ABC的值为            （   ）


A．180°      B．120°    C．60°    D．45°


12．如图的多面体是过正四棱柱的底面ABCD的点A作载面

AB1C1D1而截得的，且BB1=DD1.已知截面AB1C1D1与

底面ABCD成30°的二面角，AB=1，

则这个多面体的体积为 
（   ）


A．
[image: image380.wmf]2

6


B．
[image: image381.wmf]3

6


C．
[image: image382.wmf]9

6


D．
[image: image383.wmf]6

6


13．在三棱锥A—BCD中，P、Q分别是棱AC、BD上的点，连AQ、CQ、BP、DP、PQ，

若三棱锥A—BPQ、B—CPQ、C—DPQ的体积分别为6、2、8，则三棱锥A—BCD的

体积是



（   ）


A．20
B．28
C．40
D．88

14．若正棱锥的底面边长与侧棱长相等，则该棱锥一定不是                 （   ）

（A）三棱锥       （B）四棱锥         （C）五棱锥         （D）六棱锥

15．已知三棱锥
[image: image384.wmf]ABC

P

-

中，顶点
[image: image385.wmf]P

在底面的射影
[image: image386.wmf]O

是三角形
[image: image387.wmf]ABC

的内心，关于这个三棱锥有三个命题：①侧棱
[image: image388.wmf]PC

PB

PA

=

=

；②侧棱
[image: image389.wmf]PC

PB

PA

、

、

两两垂直；③各侧面与底面所成的二面角相等。其中错误的是                               （    ）

（A）①②          （B）①③          （C）②③           （D）①②③

16．若一棱台上、下底面面积分别是
[image: image390.wmf]4

S

和
[image: image391.wmf]S

，它的中截面面积是
[image: image392.wmf]0

S

，则          （    ）

（A）
[image: image393.wmf]S

S

8

5

0

=

      （B）
[image: image394.wmf]S

S

2

1

0

=

      （C）
[image: image395.wmf]S

S

16

9

0

=

       （D）
[image: image396.wmf]S

S

2

2

0

=


17．两两相交的三个平面将空间分成___________个部分。

18．正四棱柱的底面边长为
[image: image397.wmf]a

，高为
[image: image398.wmf])

(

b

a

b

<

，一蚂蚁从顶点
[image: image399.wmf]A

出发，沿正四棱柱的表面爬到顶点
[image: image400.wmf]1

C

，那么这只蚂蚁所走过的最短路程为_________。

19．正四棱锥的高与底面边长都是1，侧棱与底面所成的角是
[image: image401.wmf]arctan

x

，则
[image: image402.wmf]=

x

________。

20．在三棱锥的四个面中，直角三角形最多可以有_________个。

21．空间四边形
[image: image403.wmf]ABCD

中，
[image: image404.wmf]8

=

AC

，
[image: image405.wmf]12

=

BD

，
[image: image406.wmf]H

G

F

E

、

、

、

分别是
[image: image407.wmf]DA

CD

BC

AB

、

、

、

边上的点，且
[image: image408.wmf]EFGH

为平行四边形，则四边形
[image: image409.wmf]EFGH

的周长的取值范围是____________。

22．若
[image: image410.wmf]AB

的中点
[image: image411.wmf]M

到平面
[image: image412.wmf]a

的距离为
[image: image413.wmf]cm

4

，点
[image: image414.wmf]A

到平面
[image: image415.wmf]a

的距离为
[image: image416.wmf]cm

6

，则点
[image: image417.wmf]B

到平面
[image: image418.wmf]a

 的距离为_________
[image: image419.wmf]cm

。

23．三棱锥
[image: image420.wmf]ABC

P

-

中，侧棱
[image: image421.wmf]PC

PB

PA

、

、

两两垂直，底面
[image: image422.wmf]ABC

内一点
[image: image423.wmf]S

到三个侧面的距离分别是
[image: image424.wmf]6

3

2

、

、

，那么
[image: image425.wmf]=

PS

________。

24．直三棱柱
[image: image426.wmf]1

1

1

C

B

A

ABC

-

中，
[image: image427.wmf]1

1

=

=

=

BC

AC

AA

，
[image: image428.wmf]BC

AC

^

，
[image: image429.wmf]1

D

是
[image: image430.wmf]1

1

B

A

上的一点，则
[image: image431.wmf]1

D

到截面
[image: image432.wmf]1

ABC

的距离等于__________。

25．正四面体
[image: image433.wmf]ABCD

中，
[image: image434.wmf]F

E

、

分别是
[image: image435.wmf]AD

BC

、

的中点，那么
[image: image436.wmf]EF

与平面
[image: image437.wmf]BCD

所成的角的大小为___________。

26．正三棱锥
[image: image438.wmf]ABC

P

-

的底面边长为
[image: image439.wmf]a

2

，侧棱
[image: image440.wmf]a

PA

=

，则二面角
[image: image441.wmf]C

AB

P

-

-

的大小是______。

27．设棱长为4的平行六面体
[image: image442.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

的体积为
[image: image443.wmf]V

，
[image: image444.wmf]G

F

E

、

、

分别是棱
[image: image445.wmf]1

AA

AD

AB

、

、


上的点，且
[image: image446.wmf]3

2

1

=

=

=

AG

AF

AE

，

，

，则三棱锥
[image: image447.wmf]EFG

A

-

的体积
[image: image448.wmf]=

/

V

_______。

28．一个透明密闭的正方体容器中，恰好盛有该容器一半容积的水，任意转动这个正方体，则水面在容器中的形状可以是：(1)三角形；(2)菱形；(3)矩形；(4)正方形；(5)正六边形。其中正确的结论是___________________。（把你认为正确的序号都填上）

29．在球面上有四个点P、A、B、C，如果PA、PB、PC两两互相垂直，且PA=PB=PC=a，

    那么这个球面的表面积是        . 

30．正三棱锥S—ABC的侧棱长为1，两条侧棱的夹角为45°，过顶点A作一截面交SB于D，交SC于E，则△ADE的周长的最长小值是       . 

31．α，β是两个不同的平面，m , n 是平面α及β之外的两条不同直线，给出四个论断：

    ①m⊥n； ②α⊥β；③n⊥β； ④m⊥α，以其中三个论断作为条件，余下一个论断作为结论，写出你认为正确的一个命题                     .

32．设
[image: image449.wmf]z

y

x

,

,

是空间的不同直线或不同平面，且直线不在平面内，下列条件中能保证“若


[image: image450.wmf]z

x

^

，且
[image: image451.wmf]y

x

z

y

//

,

则

^

”为真命题的是       （填所有正确条件的代号）

①x为直线，y，z为平面
②x，y，z为平面

③x，y为直线，z为平面
④x，y为平面，z为直线

⑤x，y，z为直线

33．三棱锥
[image: image452.wmf]ABC

P

-

中，
[image: image453.wmf]x

PC

=

，其余棱长均为1。

（1）求证：
[image: image454.wmf]AB

PC

^

；

（2）求三棱锥
[image: image455.wmf]ABC

P

-

的体积的最大值。

34．直二面角
[image: image456.wmf]C

BD

A

-

-

中，
[image: image457.wmf]N

M

、

分别是线段
[image: image458.wmf]CD

AB

、

上的点（不包括端点），

且
[image: image459.wmf]1

,

90

=

=

=

=

Ð

=

Ð

BC

DB

AD

DBC

ADB

o

,
[image: image460.wmf]y

MN

x

AM

DN

AM

=

=

=

,

,

。

（1）若
[image: image461.wmf]MN

与平面
[image: image462.wmf]BCD

所成的角为
[image: image463.wmf]o

45

，求
[image: image464.wmf]x

的值；

（2）求函数
[image: image465.wmf])

(

x

f

y

=

的解析式及定义域、值域。

35. 如图，平面(∩平面(＝MN，                      

    二面角A－MN－B为60o,点A∈(，

　　B∈(，C∈MN，∠ACM＝∠BCN＝45o.

    AC＝1, 
    (1) 求点A到平面(的距离；

    (2) 求二面角A－BC－M的大小．　      第35题图

36. 已知直三棱柱ABC－A1B1C1中，AB＝AC，F为BB1上的一点，BF＝BC＝2a，

    FB1＝a.

    (1) 若D为BC的中点，E为AD上不同于A、D的任一点，求证：EF⊥FC1；

    (2) 若A1B1＝3a，求FC1与平面AA1B1B所成角的大小．

37. 如图1，直角梯形ABCD中，∠BAD＝∠D＝90o，AD＝CD＝a，AB＝2a，

    将△ADC沿AC折起，使点D到D(.

    (1) 若二面角D(－AC－B为直二面角(图2),求二面角D(－BC－A的大小；

    (2) 若二面角D(－AC－B为60o(图3)，求三棱锥D(－ABC的体积．
    


         图1                    图2                     图3

38.(’85广东)已知直三棱柱ABC－A1B1C1的侧棱AA1＝4cm，
   它的底面△ABC中有AC＝BC＝2cm，∠C＝90o,E是AB的

   中点．

   (1) 求证：CE和AB1所在的异面直线的距离等于
[image: image466.wmf]3

3

2

cm；  

   (2) 求截面ACB1与侧面ABB1A1所成的二面角的大小．

39．已知三棱锥P—ABC中，PC⊥底面ABC，AB=BC，

D、F分别为AC、PC的中点，DE⊥AP于E．

    （1）求证：AP⊥平面BDE；                 
[image: image467.png]



（2）求证：平面BDE⊥平面BDF；

（3）若AE∶EP=1∶2，求截面BEF分三棱锥

P—ABC所成两部分的体积比．

40．已知ABC—A1B1C1为正三棱柱，D是AC

的中点.

（Ⅰ）证明：AB1//平面DBC1；


（Ⅱ）若AB1⊥BC1，BC=2.


①求二面角D—BC1—C的大小；


②若E为AB1的中点，求三棱锥E—BDC1的体积.

41．在三棱柱ABC—A′B′C′中，四边形A′ABB′是菱形，四边形BCC′B′

矩形，C′B′⊥AB．

（Ⅰ）求证：平面CA′B⊥平面A′AB B′；

（Ⅱ）若C′B′=3，AB=4，∠ABB′=60O，求直线AC′与平面BCC′B′所成角以及三棱锥A—BB′C′的体积．

42、直三棱柱
[image: image468.wmf]1

1

1

C

B

A

ABC

-

中，
[image: image469.wmf]o

90

=

Ð

BAC

，
[image: image470.wmf]1

=

=

AC

AB

，
[image: image471.wmf]N

M

、

分别是棱
[image: image472.wmf]B

A

1

、


[image: image473.wmf]1

1

C

B

上的点，且
[image: image474.wmf]B

A

MN

N

B

N

C

M

A

BM

1

1

1

1

,

2

,

2

^

=

=

。

（1）求直三棱柱
[image: image475.wmf]1

1

1

C

B

A

ABC

-

中的高
[image: image476.wmf]a

及
[image: image477.wmf]MN

的长；

（2）动点
[image: image478.wmf]P

在
[image: image479.wmf]1

1

C

B

上移动，问
[image: image480.wmf]P

在何位置时，
[image: image481.wmf]B

PA

1

D

的面积才能取得最小值。


43．一个正多面体各个面的内角和为
[image: image482.wmf]20

p

，求它的面数、顶点数和棱数。

（Ⅳ）、参考答案
1-5.CCBBB；  6-10.CCBCC；   11-15.CDCDA；  16.C

17．6,7,8；   18．
[image: image483.wmf]2

2

4

b

a

+

；   19．
[image: image484.wmf]2

；   20．4个；   21．
[image: image485.wmf])

24

,

16

(

；  

22．2或14；   23．7 ；  24．
[image: image486.wmf]3

3

 ； 25．
[image: image487.wmf]3

3

arcsin

；26．
[image: image488.wmf]arctan2

；   

27．
[image: image489.wmf]64

V

；   28．（2）（3）（4）（5）；    29. 
[image: image490.wmf]2

3

a

p

；     30. 
[image: image491.wmf]22

+

  

31. ①m⊥n  ③n⊥β ④m⊥α
[image: image492.wmf]Þ

②α⊥β（或②α⊥β③n⊥β④m⊥α
[image: image493.wmf]Þ

①m⊥n）

32. ①③④

33．解：（1）取
[image: image494.wmf]AB

中点
[image: image495.wmf]M

，∵
[image: image496.wmf]PAB

D

与
[image: image497.wmf]CAB

D

均为正三角形，∴
[image: image498.wmf]CM

AB

PM

AB

^

^

,

，

        ∴
[image: image499.wmf]^

AB

平面
[image: image500.wmf]PC

AB

PCM

^

Þ

。

   （2）当
[image: image501.wmf]^

PM

平面
[image: image502.wmf]ABC

时，三棱锥的高为
[image: image503.wmf]PM

，此时
[image: image504.wmf]8

1

2

3

4

3

3

1

3

1

max

=

×

×

=

×

=

D

PM

S

V

ABC

。

34.解：（1）作
[image: image505.wmf]BD

ME

^

于
[image: image506.wmf]E

，则
[image: image507.wmf]^

ME

平面
[image: image508.wmf]BCD

，∴
[image: image509.wmf]o

45

=

Ð

MNE

，
[image: image510.wmf]BC

EN

NC

DN

MB

AM

EB

DE

//

Þ

=

=

。

        
[image: image511.wmf]x

x

ME

2

2

2

2

1

)

2

(

-

=

-

=

，
[image: image512.wmf]x

EN

2

2

=

，由
[image: image513.wmf]2

2

=

Þ

=

x

EN

ME

。

 （2）函数解析式
[image: image514.wmf])

(

x

f

y

=



 EMBED Equation.3  [image: image515.wmf]2

1

2

2

2

2

2

2

)

(

1

2

+

-

=

+

-

=

+

=

x

x

x

EN

EM

，定义域
[image: image516.wmf])

2

,

0

(

，值域
[image: image517.wmf])

1

,

[

2

2

.

35. (1)
[image: image518.wmf]4

6

； (2)arctan
[image: image519.wmf]3

6

(提示：求出点A在平面 ( 的射影到直线BC的距离为
[image: image520.wmf]4

3

).

36. (2) arcsin
[image: image521.wmf]15

10

4

.

37. (1) 45o；   (2)
[image: image522.wmf]3

12

6

a

.

38. (3) arccos
[image: image523.wmf]5

10

.

39．解:  (1）∵PC⊥底面ABC，BD
[image: image524.wmf]Ì

平面ABC，∴PC⊥BD．

由AB=BC，D为AC的中点，得BD⊥AC．又PC∩AC=C，∴BD⊥平面PAC． 又PA
[image: image525.wmf]Ì

平面、PAC，∴BD⊥PA．由已知DE⊥PA，DE∩BD=D，∴AP⊥平面BDE．

  （2）由BD⊥平面PAC，DE
[image: image526.wmf]Ì

平面PAC，得BD⊥DE．由D、F分别为AC、PC的中点，得DF//AP．

由已知，DE⊥AP，∴DE⊥DF. BD∩DF=D，∴DE⊥平面BDF．

又
[image: image527.wmf]Q

DE
[image: image528.wmf]Ì

平面BDE，∴平面BDE⊥平面BDF．

  （3）设点E和点A到平面PBC的距离分别为h1和h2．则

           h1∶h2=EP∶AP=2∶3,

     
[image: image529.wmf].
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    故截面BEF分三棱锥P—ABC所成两部分体积的比为1∶2或2∶1

说明：值得注意的是, “截面BEF分三棱锥P—ABC所成两部分的体积比”并没有说明先后顺序, 因而最终的比值答案一般应为两个,不要犯这种“会而不全”的错误.

40．解：（Ⅰ）连结CB1交BC1于O，连结OD
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41．（Ⅰ）证明　在三棱柱ABC—A′B′C′中，C′B′//CB，

∵C′B′⊥AB，∴CB⊥AB．

又四边形BCC′B′是矩形，CB⊥B′B，∴CB⊥平面A′AB B′．

而CB
[image: image535.wmf]Ì

平面CA′B ，故平面CA′B⊥平面A′A B B′．

   （Ⅱ）解　过A作AH⊥BB′于H，连C′H．

∵CB⊥平A′AB B′，CB
[image: image536.wmf]Ì

平面BC C′B′，

∴平面BCC′B′⊥平面A′AB B′．

∴AH⊥平面BCC′B′．

∴∠AC′H为AC′与平面BCC′B′所成的角．

  连结A′B交于A′B于O，由四边形A′ABB′是菱形，
[image: image537.wmf]Ð

ABB′=60O，

可知△ABB′为等边三角形， AB′=AB =4，而H为BB中点，于是AH=2                                                     

在Rt△C′B′A中，

AC′=
[image: image538.wmf]5
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在Rt△AH C′中，
[image: image539.wmf]2323
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故直线AC′与平面BCC′B′所成的角为
[image: image540.wmf].
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又AH⊥平面BCC′B′.

∴点A到平面BCC′的距离即为AH=2
[image: image541.wmf]3
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42．答案：（1）
[image: image545.wmf]1
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（2）即当与
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重合时，
[image: image548.wmf]B
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的面积才能取得最小值
[image: image549.wmf]6
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43．解：由题意设每一个面的边数为
[image: image550.wmf]m

,则
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,将其代入欧拉公式
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,得
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,设过每一个顶点的棱数为
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,则
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的可能取值为
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当
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时（1）中
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无整数解；

当
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综上可知:
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