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课    题：9．2空间的平行直线与异面直线(二) 
教学目的：

1. 掌握两异面直线的公垂线和距离的概念；

2. 掌握两异面直线所成角及距离的求法．
3. 能求出一些较特殊的异面直线的距离[image: image158.png]



教学重点：两异面直线的公垂线及距离的概念.
教学难点：两异面直线所成角及距离的求法.

授课类型：新授课 [image: image2.emf]�
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课时安排：1课时 [image: image3.emf]�
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教    具：多媒体、实物投影仪 [image: image4.emf]�
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教学过程：

一、复习引入： 

1 [image: image5.emf]�
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空间两直线的位置关系

（1）相交——有且只有一个公共点；

（2）平行——在同一平面内，没有公共点；

（3）异面——不在任何一个平面内，没有公共点；

2.公理4 ：平行于同一条直线的两条直线互相平行[image: image6.emf]�
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推理模式：
[image: image7.wmf]//,////
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3.等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行并且方向相同，那么这两个角相等[image: image8.emf]�
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4.等角定理的推论:如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行,那么这两条直线所成的锐角(或直角)相等.

5.空间两条异面直线的画法
[image: image1.emf]�
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6．异面直线定理：连结平面内一点与平面外一点的直线，和这个平面内不经过此点的直线是异面直线[image: image13.emf]�
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推理模式：
[image: image14.wmf],,,
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image15.wmf]AB

与
[image: image16.wmf]l

是异面直线[image: image17.emf]�
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[image: image141.wmf]D

7．异面直线所成的角：已知两条异面直线
[image: image18.wmf],

ab

，经过空间任一点
[image: image19.wmf]O

作直线
[image: image20.wmf]//,//

aabb

¢¢

，
[image: image21.wmf],

ab

¢¢

所成的角的大小与点
[image: image22.wmf]O

的选择无关，把
[image: image23.wmf],
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所成的锐角（或直角）叫异面直线
[image: image24.wmf],

ab

所成的角（或夹角）．为了简便，点
[image: image25.wmf]O

通常取在异面直线的一条上[image: image26.emf]�
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异面直线所成的角的范围：
[image: image27.wmf]]
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8．异面直线垂直：如果两条异面直线所成的角是直角，则叫两条异面直线垂直．两条异面直线
[image: image29.wmf],

ab

 垂直，记作
[image: image30.wmf]ab

^

．

9．求异面直线所成的角的方法：
（1）通过平移，在一条直线上找一点，过该点做另一直线的平行线；

（2）找出与一条直线平行且与另一条相交的直线，那么这两条相交直线所成的角即为所求[image: image31.emf]�
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二、讲解新课：
[image: image142.wmf]E

两条异面直线的公垂线、距离
和两条异面直线都垂直相交的直线，我们称之为异面直线的公垂线[image: image32.emf]�
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理解：因为两条异面直线互相垂直时，它们不一定相交，所以公垂线的定义要注意“相交”的含义．

定义：两条异面直线的公垂线在这两条异面直线间的线段（公垂线段）的长度，叫做两条异面直线间的距离．

两条异面直线的公垂线有且只有一条[image: image33.emf]�
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三、讲解范例：

例1 [image: image34.emf]�
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设图中的正方体的棱长为a[image: image35.emf]�
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（1）图中哪些棱所在的直线与直线BA1成异面直线？
（2）求直线BA1和CC1所成的角的大小．
（3）求异面直线BC和AA1的距离．
解：（l）∵A1不在平面BC1，而点B和直线CC1都在平面BC1内，且B
[image: image36.wmf]Ï

CC1.
∴直线BA1与CC1是异面直线．
同理，直线C1D1、D1D、DC、AD、B1C1都和直线BA1成异面直线．
（2）∵CC1∥BB1
∴BA1和BB1所成的锐角就是BA1和CC1所成的角．
∵∠A1BB1=45°，
[image: image143.wmf]F

∴BA1和CC1所成的角是45°．
（3）∵AB⊥AA1，AB∩AA1=A，
又∵AB⊥BC，AB∩BC=B，
∴AB是BC和AA1的公垂线段．
∵AB=a，
∴BC和AA1的距离是a．
说明：本题是判定异面直线，求异面直线所成角与距离的综合题，解题时要注意书写规范．
例2 [image: image37.emf]�
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已知
[image: image38.wmf],,,

EFGH

分别是空间四边形四条边
[image: image39.wmf],,,

ABBCCDDA

的中点，
（1）求证四边形
[image: image40.wmf]EFGH

是平行四边形[image: image41.emf]�
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（2）若AC⊥BD时，求证：
[image: image42.wmf]EFGH

为矩形；

（3）若BD=2，AC=6，求
[image: image43.wmf]2

2

HF
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+

；

（4）若AC、BD成30º角，AC=6，BD=4，求四边形
[image: image44.wmf]EFGH

的面积；

（5）若AB=BC=CD=DA=AC=BD=2，求AC与BD间的距离.
[image: image144.wmf]G

证明（1）：连结
[image: image45.wmf],

ACBD

，
∵
[image: image46.wmf],

EF

是
[image: image47.wmf]ABC

D

的边
[image: image48.wmf],

ABBC

上的中点，

∴
[image: image49.wmf]//

EFAC

，

同理，
[image: image50.wmf]//

HGAC

，∴
[image: image51.wmf]//

EFHG

，

同理，
[image: image52.wmf]//
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，

所以，四边形
[image: image53.wmf]EFGH

是平行四边形[image: image54.emf]�
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[image: image145.png]


证明（2）：由（1）四边形
[image: image55.wmf]EFGH

是平行四边形[image: image56.emf]�
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∵
[image: image57.wmf]//

EFAC

，
[image: image58.wmf]//

EHBD


∴由AC⊥BD得，
[image: image59.wmf]EFEH

^


∴
[image: image60.wmf]EFGH

为矩形.
解（3）：由（1）四边形
[image: image61.wmf]EFGH

是平行四边形[image: image62.emf]�
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∵BD=2，AC=6，
∴
[image: image63.wmf]11
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∴由平行四边形的对角线的性质 
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解（4）：由（1）四边形
[image: image65.wmf]EFGH

是平行四边形[image: image66.emf]�
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∵BD=4，AC=6，
∴
[image: image67.wmf]11
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又∵
[image: image68.wmf]//
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，
[image: image69.wmf]//
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，AC、BD成30º角，
∴EF、EH成30º角，
∴四边形
[image: image70.wmf]EFGH

的面积 
[image: image71.wmf]3
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解（5）：分别取AC与BD的中点M、N,连接MN、MB、MD、NA、NC，
∵[image: image146.emf]�
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AB=BC=CD=DA=AC=BD=2，
∴MB＝MD＝NA＝NC＝
[image: image72.wmf]3


∴
[image: image73.wmf]BD
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∴MN是AC与BD的公垂线段

且
[image: image74.wmf]2
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∴AC与BD间的距离为
[image: image76.wmf]2

. 
例3 平行四边形ABCD的内角C=60°,CD=2BC,沿对角线BD将平行四边形所在平面折成直二面角;求AC、BD所成的角.翰林汇
解：如图,折起前,∠A=∠C=60°,AD=BC=a,AB=DC=2a.

[image: image147.emf]�
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

由余弦定理得BD2=a2＋4a2－a·2a=3a2,
∴BD=
[image: image77.wmf]a

3

.

∵AD2＋BD2=AB2, ∴△ABD是直角三角形.

即∠ADB=90°.同理∠DBC=90°.

[image: image148.emf]�
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折起后∠ADB=∠CBD=90°.

如图,过A作AE[image: image78.bmp]BD,连结AC、CE、BE,四边形AEBD是矩形,BD⊥BE,DB⊥BC.

∴∠CBE是二面角A—BD—C的平面角.

∴∠CBE=90°,EC2=2a2.
∵DB⊥平面EBC,∴DB⊥EC.

∵AE⊥EC,AC2=AE2＋EC2=5a2,

由AE‖BD得∠CAE，即为AC与BD所成的角.

在Rt△AEC中,cos∠CAE=
[image: image79.wmf]5
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于是AC与BD所成角为arccos
[image: image80.wmf]5
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例4 [image: image81.emf]�

奎屯

�

王新敞

�

新疆

空间四边形
[image: image82.wmf]ABCD

中，
[image: image83.wmf]2

ADBC

==

，
[image: image84.wmf],

EF

分别是
[image: image85.wmf],

ABCD

的中点，
[image: image86.wmf]3

EF

=

，求异面直线
[image: image87.wmf],

ADBC

所成的角[image: image88.emf]�
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解：取
[image: image89.wmf]BD

中点
[image: image90.wmf]G

，连结
[image: image91.wmf],,
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分别是
[image: image93.wmf],
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的中点，
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[image: image94.wmf]//,//,
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[image: image95.wmf]11
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∴异面直线
[image: image96.wmf],

ADBC

所成的角即为
[image: image97.wmf],
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所成的角，

在
[image: image98.wmf]EGF
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中，
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[image: image100.wmf]120
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，异面直线
[image: image101.wmf],

ADBC

所成的角为
[image: image102.wmf]60
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说明：异面直线所成的角是锐角或直角，当三角形
[image: image103.wmf]EGF

D

内角
[image: image104.wmf]EGF

Ð

是钝角时，表示异面直线
[image: image105.wmf],

ADBC

所成的角是它的补角[image: image106.emf]�
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例5 在正方体ABCD－A1B1C1D1中,求(1)A1B与B1D1所成角;(2)AC与BD1所成角.翰林汇
解(1)如图,连结BD,A1D,
∵ABCD-A1B1C1D1是正方体,∴DD1平行且相等BB1.
[image: image150.emf]�
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∴DBB1D1为平行四边形,∴BD//B1D1.
∴A1B,BD,A1D是全等的正方形的对角线.
∴A1B=BD=A1D,△A1BD是正三角形,
∴∠A1BD=60o,
∵∠A1BD是锐角,
∴∠A1BD是异面直线A1B与B1D1所成的角.
∴A1B与B1D1成角为60o.

(2)连BD交AC于O,取DD1 中点E,连EO,EA,EC.

∵O为BD中点,∴OE//BD1.
∵∠EDA=90o=∠EDC,ED=ED,AD=DC,∴△EDA≌△EDC,∴EA=EC.
在等腰△EAC中,∵O是AC的中点,∴EO⊥AC,∴∠EOA=90o.

又∴∠EOA是异面直线AC与BD1所成角,∴AC与BD成角90o.                    翰林汇
例6．在长方体
[image: image107.wmf]D

C

B

A

ABCD

¢

¢

¢

-

中，已知AB=a，BC=b，
[image: image108.wmf]A
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=c(a＞b)，求异面直线
[image: image109.wmf]B
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解：在长方体的一旁，补上一个全等的长方体，

则BE≠AC，
[image: image111.wmf]BE
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（或其补角）即
[image: image112.wmf]B
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[image: image119.wmf]B
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与AC所成角的余弦值为
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.翰林汇
四、课堂练习：
1．判断题（对的打“√”，错的打“×”）

 （1）垂直于两条异面直线的直线有且只有一条


（   ）

 （2）两线段AB、CD不在同一平面内，如果AC=BD，AD=BC，则AB⊥CD（ ） 
 （3）在正方体中，相邻两侧面的一对异面的对角线所成的角为60º
（   ）

 （4）四边形的一边不可能既和它的邻边垂直，又和它的对边垂直
（   ）

答案：（1）×  （2）×  （3）√   （4）×   

[image: image152.bmp]2．右图是正方体平面展开图，在这个正方体中

①BM与ED平行；

②CN与BE是异面直线；

③CN与BM成60º角；

④DM与BN垂直.

 以上四个命题中，正确命题的序号是
（   ）


（A）①②③
（B）②④
（C）③④
（D）②③④[image: image121.emf]�
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答案：C
3．已知空间四边形ABCD.
(1)求证：对角线AC与BD是异面直线;

(2)若AC⊥BD,E,F,G,H分别这四条边AB,BC,CD,DA的中点,试判断四边形EFGH的形状;

(3)若AB＝BC＝CD＝DA,作出异面直线AC与BD的公垂线段.翰林汇
证明：(1)∵ABCD是空间四边形,

∴A点不在平面BCD上,而C
[image: image122.wmf]Î

平面BCD,

∴AC过平面BCD外一点A与平面BCD内一点C,

又∵BD
[image: image123.wmf]Ì

平面BCD,且C
[image: image124.wmf]Ï

BD.∴AC与BD是异面直线.
(2)解如图,∵E,F分别为AB,BC的中点,∴EF//AC,且EF=
[image: image125.wmf]2

1

AC.

同理HG//AC,且HG=
[image: image126.wmf]2

1

AC.∴EF平行且相等HG,∴EFGH是平行四边形.

又∵F,G分别为BC,CD的中点,∴FG//BD,

∴∠EFG是异面直线AC与BD所成的角.

∵AC⊥BD,∴∠EFG=90o.∴EFGH是矩形.
(3)作法取BD中点E,AC中点F,连EF,则EF即为所求.
4．完成下列证明，已知直线a、b、c不共面，它们相交于点P，A(a，D(a，B(b，E(c求证：BD和AE是异面直线[image: image127.emf]�
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证明：假设__ 共面于(，则点A、E、B、D都在平面__内[image: image128.emf]�
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  (A(a，D(a，∴__(γ.

[image: image153.png]


(P(a，∴P(__.

(P(b，B(b，P(c，E(c

  ∴__((，__((，这与____矛盾[image: image129.emf]�
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∴BD、AE__________[image: image130.emf]�
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                            翰林汇
答案：假设BD、AE共面于(，则点A、E、B、D都在平面 ( 内[image: image131.emf]�
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∵A(a，D(a，∴ a ((.

∵P(a，P( ( .

∵P(b，B(b，P(c，E(c.

∴ b ((，c ((，这与a、b、c不共面矛盾[image: image132.emf]�
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∴BD、AE是异面直线[image: image133.emf]�
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翰林
五、小结 ：本节课我们学习了两条异面直线所成的角，以及两条异面直线间的距离和有关概念．并学会如何求两条异面直线所成角及距离，懂得将其转化为平面几何问题来解决 [image: image134.emf]�
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空间四边形的中点四边形为平行四边形、矩形、菱形的条件，以及与对角线的长度夹角有关的问题的解法 [image: image135.emf]�
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六、课后作业： [image: image136.emf]�
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七、板书设计（略）[image: image137.emf]�
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八、课后记：
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