 3.3二元一次不等式(组)与简单的线性规划问题

【整体设计】

教学分析

   前面已经学习了一元一次不等式(或组)、一元二次不等式及其解法，并且知道相应的几何意义。作为不等式模型，它们在生产、生活中有着广泛的应用，然而，在不等式模型中，除了它们之外，还有二元一次不等式模型。本节将通过实际例子抽象出二元一次不等式(组)数学模型，引出二元一次不等式(组)的相关概念。

   本节的主要内容有：二元一次不等式(或组)的概念、表示的平面区域及相应的画法。其中，重点是二元一次不等式所表示的平面区域，难点是复杂的二元一次不等式组所表示的平面区域的确定。在教学中，可启发学生观察图象，循序渐进地理解掌握相关概念，以学生探究为主，老师点拨为辅，学生之间分组讨论，交流心得，分享成果，进行思维碰撞，同时可借助计算机等媒体工具来进行动态演示

本节内容在教学中应体现以下几点：①注重探究过程。能正确地画出给定的二元一次不等式(组)表示的平面区域，是学习下节简单线性规划问题图解法的重要基础。②注重探究方法，结合等式(函数)所表示的图形的认知，用类比的方法提出“二元一次不等式组的解集表示什么图形”的问题③注重探究手段，结合信息计术

教学目标

   1、通过本节探究，使学生了解并会用二元一次不等式表示平面区域以及用二元一次不等式组表示平面区域；能画出二元一次不等式（组）所表示的平面区域

2、通过学生的亲身体验，培养学生观察、联想以及作图的能力，渗透集合、化归、数列结合的数学思想，提高学生“建模”和解决实际问题的能力

3、通过本节学习，着重培养学生深刻理解“数形结合”的数学思想。尽管侧重于用“数”研究“形”，但同时也用“形”去研究“数”，培养学生观察、联想、猜测、归纳等数学能力

重难点

教学重点：从实际问题中抽象出二元一次不等式（组），灵活运用二元一次不等式（来）表示平面区域

教学难点：二元一次不等式表示的平面区域的确定及怎样确定不等式
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（或
[image: image2.wmf])
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课时安排

1课时

第1课时

导入新课

出示课本给出的实例，“一家银行的信贷部计划年初投入25000000元用于企业和个人贷款，希望这笔贷款资金至少可带来30000元的效益，其中从企业贷款中获益12%，从个人贷款中获益10%，那么，信贷部应该如何分配资金呢？这个问题中存在一些不等关系，我们应该用什么不等式模型来刻画它们呢”？让学生用不等式来刻画资金分配的问题，可得到不等关系，由此引出二元一次不等式（组）的解集的概念展开新课

一、提出问题

　　①让学生阅读课本，什么是二元一次不等式（组）的解集？

　　②在直角坐标系内，二元一次不等式（组）的解集表示什么图形？

　　③怎样判断二元一次不等式
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表示的是直线
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哪一侧的平面区域？

　　④直线
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将平面内的点分成了哪几类？

二．学生活动

通过代特殊点的方法检验满足不等式
[image: image7.wmf]20
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的点的位置，并猜想出结论：坐标满足不等式
[image: image8.wmf]20
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的点在直线
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的上方．

三．建构数学
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1．进一步验证结论的正确性： 

如图，在直线
[image: image10.wmf]20
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上方任取一点
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，

过
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作平行于
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轴的直线交直线
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于点
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∵点
[image: image16.wmf]P

在直线上方，∴点
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在点
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上方，

∴
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，即
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，

∵点
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为直线
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上方的任意一点，

所以，直线
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xy

+-=

上方任意点
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，都有
[image: image25.wmf]2

yx

>-+

，即
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；

同理，对于直线
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左下方任意点
[image: image28.wmf](,)
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，都有
[image: image29.wmf]2

yx

<-+

，即
[image: image30.wmf]20
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．

又∵平面上任意一点不在直线上即在直线上方或直线下方．

因此，满足不等式
[image: image31.wmf]20
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的点在直线的上方，我们称不等式
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表示的是直线
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xy

+-=

上方的平面区域；同样，不等式
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表示的是直线
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下方的平面区域．
练习：判断不等式
[image: image36.wmf]230

xy

-+>

表示的是直线
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上方还是下方的平面区域？（下方）

[image: image250.wmf]20
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2．得出结论：

一般地，直线
[image: image38.wmf]ykxb
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把平面分成两个区域（如图）：


[image: image39.wmf]ykxb
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表示直线上方的平面区域；


[image: image40.wmf]ykxb
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表示直线下方的平面区域．

说明：（1）
[image: image41.wmf]ykxb
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表示直线及直线上方的平面区域；


[image: image42.wmf]ykxb
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表示直线及直线下方的平面区域．

     （2）对于不含边界的区域，要将边界画成虚线．

四．数学运用
1．例题：

例1．判断下列不等式所表示的平面区域在相应直线的哪个区域？（用“上方”或“下方”填空）

（1）不等式
[image: image43.wmf]3
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表示直线
[image: image44.wmf]3

2

x

y

=-+

            的平面区域；

（2）不等式
[image: image45.wmf]230
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表示直线
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            的平面区域；

（3）不等式
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表示直线
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            的平面区域；

（4）不等式
[image: image49.wmf]0
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表示直线
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            的平面区域．

说明：二元一次不等式
[image: image51.wmf]0
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在平面直角坐标系中表示
[image: image52.wmf]0
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某一侧所有点组成的平面区域．可以用“选点法”确定具体区域：任选一个不在直线上的点，检验它的坐标是否满足所给的不等式．若适合，则该点所在的一侧即为不等式所表示的平面区域；否则，直线的另一侧为所求的平面区域．
例2．画出下列不等式所表示的平面区域：

（1）
[image: image53.wmf]21
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；                             （2）
[image: image54.wmf]20
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解：（1）（2）两个不等式所表示的平面区域如下图所示：

[image: image251.wmf]2


例3．将下列各图中的平面区域（阴影部分）用不等式表示出来（其中图（1）中区域不包括
[image: image55.wmf]y

轴）：
[image: image252.wmf]2


解：（1）
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．

新问题情境

情境：通过前一课的学习，我们已经知道了二元一次不等式的几何意义．

那么，二元一次不等式组
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的几何意义又如何呢？

根据前面的讨论，不等式（1）表示直线
[image: image60.wmf]104
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及其下方的平面区域；不等式（2）表示直线
[image: image61.wmf]43200
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及其下方的平面区域．因此，同时满足这两个不等式的点
[image: image62.wmf](,)
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的集合就是这两个平面区域的公共部分（如下图①所示）．

[image: image253.wmf]x
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如果再加上约束条件
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，那么，它们的公共区域为图②中的阴影部分．
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例4．画出下列不等式组所表示的平面区域：

（1）
[image: image64.wmf]21
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解：（1）不等式
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表示直线
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及其下方的平面区域；

[image: image256.wmf]  
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不等式
[image: image68.wmf]24
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表示直线
[image: image69.wmf]24
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上方的平面区域；

因此，这两个平面区域的公共部分就是原不等式组所表示的平面区域．

（2）原不等式组所表示的平面区域即为不等式
[image: image70.wmf]4380
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所表示的平面区域位于第一象限内的部分．

思考：如何寻找满足（2）中不等式组的整数解？

（要确定不等式组的整数解，可以画网格，然后按顺序找出在不等式

组表示的平面区域内的格点，其坐标即为不等式组的整数解）

例5．
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三个顶点坐标为
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，求
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内任一点
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解：
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三边所在的直线方程：
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内任意一点都在直线
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下方，且在直线
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故
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[image: image86.wmf]240

240

0

xy

xy

y

-+>

ì

ï

+-<

í

ï

>

î

．

例6．原点和点
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在直线
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的两侧，则实数
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的取值范围是              ．
提示：将点
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的坐标代入
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例7．（1）若点
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在直线
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下方区域，则实数
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的取值范围为            ．

（2）若点
[image: image98.wmf](0,0)

在直线
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的上方区域，则点
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在此直线的下方还是上方区域？

解：（1）∵直线
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（2）∵直线
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又∵
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在此直线的上方区域．

五．回顾小结：
1．二元一次不等式的几何意义；

2．二元一次不等式表示的平面区域的确定．

六．课外作业：
课本第86页  练习 第1－4题．
课本第93页  A组 第1，2题，B组第1，2题

3.3.2简单的线性规划问题

【整体设计】

教学分析

本节内容在教材中有着重要的地位与作用。线性规划是利用数学为工具，来研究一定的人、财、物、时等资源在一定条件下，如何精打细算，用最少的资源，取得最大的经济效益，它是数学规划中理论较完整，方法较成熟，应用较广泛的一个分支，并能解决科学研究、工程设计、经济管理等许多方面的实际问题。中学所学的线性规划只是规划率中的极小一部分，但这部分内容体现了数学的工具性、应用性，同时也渗透了化归，数形结合的数学思想。通过这部分内容的学习，可使学生进一步了解数学在解决实际问题中的应用，培养学生学习数学的兴趣、应用数学的意识和解决实际问题的能力

实际教学中注意以下几个问题：①用图解法解决线性规划问题时，分析题目的已知条件，找出约束条件和目标函数是关键，可先将题目中的量分类、列出表格，理清头绪，然后列出不等式组寻求约束条件，并就题目所述找到目标函数②可行域就是二元一次不等式组所表示的平面区域。

教学目标

　1、使学生了解线性规划的意义以及约束条件、目标函数、可行解、可行域、最优解等基本概念；了解线性规划问题的图解法，并能应用它解决一些简单的实际问题

2、通过本节内容的学习，培养学生观察、联想以及作图的能力，渗透集合、化归、数形结合的数学思想，提高学生“建模”和解决实际问题的能力

重点难点

　教学重点：求线性目标函数的最值问题，培养学生“用数学”的意识

　教学难点：把实际问题转化为线性规划问题，并给出解答

课时安排

3课时

【教学过程】

第1课时

导入新课

（选）由身边的线性规划问题导入课题，同时阐明其重要意义。如6枝玫瑰花与3枝康乃馨的价格之和大于24元，而4枝玫瑰与5枝康乃馨的价格之和小于22元。如果想买2枝玫瑰或3枝康乃馨，那么价格比较结果是怎样的呢？可由学生列出不等关系，并画出平面区域，由此引入新课

一．问题情境

1．问题：在约束条件
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下，如何求目标函数
[image: image113.wmf]2

Pxy

=+

的最大值？

二．建构数学

首先，作出约束条件所表示的平面区域，这一区域称为可行域，如图（1）所示．

其次，将目标函数
[image: image114.wmf]2
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变形为
[image: image115.wmf]2
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的形式，它表示一条直线，斜率为，且在
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轴上的截距为
[image: image117.wmf]P
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平移直线
[image: image118.wmf]2
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，当它经过两直线
[image: image119.wmf]410

xy

+=

与
[image: image120.wmf]4320

xy

+=

的交点
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时，直线在
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轴上的截距最大，如图（2）所示．

因此，当
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时，目标函数取得最大值
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，即当甲、乙两种产品分别生产
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时，可获得最大利润
[image: image127.wmf]7.5

万元．

这类求线性目标函数在线性约束条件下的最大值或最小值问题，通常称为线性规划问题．其中
[image: image128.wmf]5
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使目标函数取得最大值，它叫做这个问题的最优解．对于只含有两个变量的简单线性规划问题可用图解法来解决．

说明：平移直线
[image: image129.wmf]2
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时，要始终保持直线经过可行域（即直线与可行域有公共点）．

三．数学运用
1．例题：

例1．设
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zxy

=+

，式中变量
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，求
[image: image133.wmf]z

的最大值和最小值．
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解：由题意，变量
[image: image134.wmf],
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所满足的每个不等式都表示一个平面区域，不等式组则表示这些平面区域的公共区域．由图知，原点
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不在公共区域内，当
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，即点
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在直线
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作一组平行于
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的直线
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，

可知：当
[image: image145.wmf]l

在
[image: image146.wmf]0

l

的右上方时，直线
[image: image147.wmf]l

上的点
[image: image148.wmf](,)

xy


满足
[image: image149.wmf]20

xy

+>

，即
[image: image150.wmf]0

t

>

，

而且，直线
[image: image151.wmf]l

往右平移时，
[image: image152.wmf]t

随之增大．

由图象可知，

当直线
[image: image153.wmf]l

经过点
[image: image154.wmf](5,2)

A

时，对应的
[image: image155.wmf]t

最大，

当直线
[image: image156.wmf]l

经过点
[image: image157.wmf](1,1)

B

时，对应的
[image: image158.wmf]t

最小，

所以，
[image: image159.wmf]max
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，
[image: image160.wmf]min
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例2．设
[image: image161.wmf]610

zxy
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，式中
[image: image162.wmf],

xy

满足条件
[image: image163.wmf]43
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，求
[image: image164.wmf]z

的最大值和最小值．

解：由引例可知：直线
[image: image165.wmf]0

l

与
[image: image166.wmf]AC

所在直线平行，

则由引例的解题过程知，

当
[image: image167.wmf]l

与
[image: image168.wmf]AC

所在直线
[image: image169.wmf]35250

xy
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重合时
[image: image170.wmf]z

最大，此时满足条件的最优解有无数多个，

当
[image: image171.wmf]l

经过点
[image: image172.wmf](1,1)

B

时，对应
[image: image173.wmf]z

最小，

∴
[image: image174.wmf]max
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，
[image: image175.wmf]min
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．

说明：1．线性目标函数的最大值、最小值一般在可行域的顶点处取得；

      2．线性目标函数的最大值、最小值也可在可行域的边界上取得，即满足条件的最优解有无数多个．

2．练习：课本第91页  练习 第1，2题．

例3．（1）已知
[image: image176.wmf]12
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，求
[image: image177.wmf]42

tab
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的取值范围；

（2）设
[image: image178.wmf]2
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fxaxbx
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，且
[image: image179.wmf]1(1)2

f

£-£

，
[image: image180.wmf]2(1)4
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££

，求
[image: image181.wmf](2)

f

-

的取值范围。

[image: image259.wmf]O


解：（1）不等式组表示的平面区域如图所示，

作直线
[image: image182.wmf]0

l

：
[image: image183.wmf]420

ab
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，

作一组平行线
[image: image184.wmf]l

：
[image: image185.wmf]42

abt
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，

由图知
[image: image186.wmf]l

由
[image: image187.wmf]0

l

向右下方平移时，
[image: image188.wmf]t

随之增大，反之减小，

∴当
[image: image189.wmf]l

经过
[image: image190.wmf]A

点时
[image: image191.wmf]t

取最小值，

  当
[image: image192.wmf]l

经过
[image: image193.wmf]C

点时
[image: image194.wmf]t

取最大值，

由
[image: image195.wmf]1
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和
[image: image196.wmf]2
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分别得
[image: image197.wmf]31
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，
[image: image198.wmf](3,1)

C

，

∴
[image: image199.wmf]min
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，
[image: image200.wmf]max
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，

所以，
[image: image201.wmf][5,10]
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（2）
[image: image202.wmf](1)

fab
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，
[image: image203.wmf](1)
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，
[image: image204.wmf](2)42
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，

由（1）知，
[image: image205.wmf](2)[5,10]
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．

例4（备用题）．已知
[image: image206.wmf]ABC

D

的三边长
[image: image207.wmf],,
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满足
[image: image208.wmf]2

bca

+£

，
[image: image209.wmf]2
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，求
[image: image210.wmf]b
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的取值范围。

解：设
[image: image211.wmf]b
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，
[image: image212.wmf]c
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，则
[image: image213.wmf]12
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作出平面区域，

由图知：
[image: image214.wmf]21
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，
[image: image215.wmf]31
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，

∴
[image: image216.wmf]23
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，即
[image: image217.wmf]23
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．
四．回顾小结：
巩固图解法求线性目标函数的最大值、最小值的方法

五．课外作业：

另行补充
第2课时

一．问题情境

1．情境：

前面我们用图解法解决了一些求线性目标函数最大值、最小值的问题．在现实生活中，我们还会遇到什么样的与线性规划有关的问题呢？

二．数学运用
1．例题：

例1．投资生产A产品时，每生产100吨需要资金200万元，需场地200平方米，可获利润300万元；投资生产B产品时，每生产100米需要资金300万元，需场地100平方米，可获利润200万元．现某单位可使用资金1400万元，场地900平方米，问：应作怎样的组合投资，可使获利最大？

分析：这是一个二元线性规划问题，可先将题中数据整理成下表，以方便理解题意：

	
	资  金
（百万元）
	场  地
（平方米）
	利  润

（百万元）

	A产品
	2
	2
	3

	B产品
	3
	1
	2

	限 制
	14
	9
	


然后根据此表数据，设出未知数，列出约束条件和目标函数，最后用图解法求解

[image: image260.wmf]ykxb
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解：设生产A产品
[image: image218.wmf]x

百吨，生产B产品
[image: image219.wmf]y

米，利润为
[image: image220.wmf]S

百万元，

则约束条件为
[image: image221.wmf]2314
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，目标函数为
[image: image222.wmf]32
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作出可行域（如图），

将目标函数变形为
[image: image223.wmf]3

22
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，它表示斜率为
[image: image224.wmf]3

2
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，在
[image: image225.wmf]y

轴上截距为
[image: image226.wmf]2

S

的直线，平移直线
[image: image227.wmf]3
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，当它经过直线与
[image: image228.wmf]29
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和
[image: image229.wmf]2314
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的交点
[image: image230.wmf]135
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时，
[image: image231.wmf]2
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最大，也即
[image: image232.wmf]S

最大．此时，
[image: image233.wmf]135
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因此，生产A产品
[image: image234.wmf]3.25

百吨，生产B产品
[image: image235.wmf]2.5

米，利润最大为1475万元．

说明：（1）解线性规划应用题的一般步骤：①设出未知数；②列出约束条件（要注意考虑数据、变量、不等式的实际含义及计量单位的统一）；③建立目标函数；④求最优解．

（2）对于有实际背景的线性规划问题，可行域通常是位于第一象限内的一个凸多边形区域，此时变动直线的最佳位置一般通过这个凸多边形的顶点．

例2．某运输公司向某地区运送物资，每天至少运送180吨．该公司有8辆载重为6吨的A型卡车与4辆载重为10吨的B型卡车，有10名驾驶员．每辆卡车每天往返的次数为A型车4次，B型车3次．每辆卡车每天往返的成本费为A型车320元，B型车为504元．试为该公司设计调配车辆的方案，使公司花费的成本最低．

解：设每天调出A型车
[image: image236.wmf]x

辆，B型车
[image: image237.wmf]y

辆，公司花费成本
[image: image238.wmf]z

元，

则约束条件为
[image: image239.wmf]*
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，即
[image: image240.wmf]*
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目标函数为
[image: image241.wmf]320504

zxy

=+

．

作出可行域（图略，见课本第83页图3-3-11），

当直线
[image: image242.wmf]320504

zxy

=+

经过直线
[image: image243.wmf]4530

xy

+=

与
[image: image244.wmf]x

轴的交点
[image: image245.wmf](7.5,0)

时，
[image: image246.wmf]z

有最小值．但
[image: image247.wmf](7.5,0)

不是整点．由图可知，经过可行域内的整点，且与原点距离最近的直线是
[image: image248.wmf]3205042560

xy

+=

，经过的整点是
[image: image249.wmf](8,0)

，它是最优解．

因此，公司每天调出A型车8辆时，花费成本最低．

2．练习：课本第91页  练习 第2题．

三．回顾小结：
解线性规划应用题的一般步骤：①设出未知数；②列出约束条件；③建立目标函数；④求最优解。
四．课外作业：

课本第93页  习题3.3 A组第3，4题；B组第3题

补充思考

课本第103页A组第4题B组第4,5，6题
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