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抛物线及标准方程

典型例题一
例1 指出抛物线的焦点坐标、准线方程．

（1）
[image: image302.jpg]


  （2）
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分析：（1）先根据抛物线方程确定抛物线是四种中哪一种，求出p，再写出焦点坐标和准线方程．

（2）先把方程化为标准方程形式，再对a进行讨论，确定是哪一种后，求p及焦点坐标与准线方程．

解：（1）
[image: image3.wmf]2
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，∴焦点坐标是（0，1），准线方程是：
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（2）原抛物线方程为：
[image: image5.wmf]x

a

y

1

2

=

，
[image: image6.wmf]a

p

1

2

=

\


①当
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，抛物线开口向右，

∴焦点坐标是
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，准线方程是：
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②当
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∴焦点坐标是
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综合上述，当
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的焦点坐标为
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典型例题二
例2 若直线
[image: image19.wmf]2

-

=

kx

y

与抛物线
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交于A、B两点，且AB中点的横坐标为2，求此直线方程．

分析：由直线与抛物线相交利用韦达定理列出k的方程求解．另由于已知与直线斜率及弦中点坐标有关，故也可利用“作差法”求k．

解法一：设
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∵直线与抛物线相交，
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且
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∵AB中点横坐标为：
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解得：
[image: image29.wmf]2

=

k

或
[image: image30.wmf]1

-

=

k

（舍去）．

故所求直线方程为：
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解法二：设
[image: image32.wmf])

,

(

1

1

y

x

A

、
[image: image33.wmf])

,

(

2

2

y

x

B

，则有
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两式作差解：
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(

8

)

)(

(

2

1

2

1

2

1

x

x

y

y

y

y

-

=

+

-

，即
[image: image36.wmf]2

1

2

1

2

1

8

y

y

x

x

y

y

+

=

-

-

．


[image: image37.wmf]4

2

1

=

+

x

x

Q
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故
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则所求直线方程为：
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典型例题三
例3 求证：以抛物线的焦点弦为直径的圆心与抛物线的准线相切．
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分析：可设抛物线方程为
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．如图所示，只须证明
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，则以AB为直径的圆，必与抛物线准线相切．

证明：作
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．M为AB中点，作
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，则由抛物线的定义可知：
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在直角梯形
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[image: image53.wmf]AB
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，故以AB为直径的圆，必与抛物线的准线相切．

说明：类似有：以椭圆焦点弦为直径的圆与相对应的准线相离，以双曲线焦点弦为直径的圆与相应的准线相交．
典型例题四
例4（1）设抛物线
[image: image54.wmf]x

y

4

2

=

被直线
[image: image55.wmf]k

x

y

+

=

2

截得的弦长为
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，求k值．

（2）以（1）中的弦为底边，以x轴上的点P为顶点作三角形，当三角形的面积为9时，求P点坐标．

分析：（1）题可利用弦长公式求k，（2）题可利用面积求高，再用点到直线距离求P点坐标．

解：（1）由
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设直线与抛物线交于
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（2）
[image: image65.wmf]9
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，底边长为
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，∴三角形高
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∵点P在x轴上，∴设P点坐标是
[image: image68.wmf])
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则点P到直线
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的距离就等于h，即
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[image: image71.wmf]1
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，即所求P点坐标是（－1，0）或（5，0）．

典型例题五
例5 已知定直线l及定点A（A不在l上），n为过A且垂直于l的直线，设N为l上任一点，AN的垂直平分线交n于B，点B关于AN的对称点为P，求证P的轨迹为抛物线．

分析：要证P的轨迹为抛物线，有两个途径，一个证明P点的轨迹符合抛物线的定义，二是证明P的轨迹方程为抛物线的方程，可先用第一种方法，由A为定点，l为定直线，为我们提供了利用定义的信息，若能证明
[image: image73.wmf]PN
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证明：如图所示，连结PA、PN、NB．

由已知条件可知：PB垂直平分NA，且B关于AN的对称点为P．

∴AN也垂直平分PB．则四边形PABN为菱形．即有
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则P点符合抛物线上点的条件：到定点A的距离与到定直线的距离相等，所以P点的轨迹为抛物线．

[image: image299.jpg]



典型例题六
例6 若线段
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的一条焦点弦，F为C的焦点，求证：
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分析：此题证的是距离问题，如果把它们用两点间的距离表示出来，其计算量是很大的．我们可以用抛物线的定义，巧妙运用韦达定理，也可以用抛物线的定义与平面几何知识，把结论证明出来．

证法一：
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若线段
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根据抛物线定义有：
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请将①②代入并化简得：
[image: image94.wmf]p

F

P

F

P

2

1

1

2

1

=

+


[image: image300.jpg]


证法二：如图所示，设
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P

、
[image: image96.wmf]2

P

、F点在C的准线l上的射影分别是
[image: image97.wmf]¢

1

P

、
[image: image98.wmf]¢

2

P

、
[image: image99.wmf]F

¢

，且不妨设
[image: image100.wmf]1

1

2

2

P

P

m

n

P

P

¢

=

<

=

¢

，又设
[image: image101.wmf]2

P

点在
[image: image102.wmf]F

F

¢

、
[image: image103.wmf]1

1

P

P

¢

上的射影分别是A、B点，由抛物线定义知，


[image: image104.wmf]p

F

F

m

F

P

n

F

P

=

¢

=

=

,

,

1

2


又
[image: image105.wmf]AF

P

2

D

∽
[image: image106.wmf]1

2

BP

P

D

，
[image: image107.wmf]1

2

2

1

P

P

F

P

BP

AF

=

\


即
[image: image108.wmf]n

m

n

n

m

n

p

+

=

-

-



[image: image109.wmf]p

n

m

mn

n

m

p

2

1

1

2

)

(

=

+

\

=

+

\


故原命题成立．

典型例题七
例7 设抛物线方程为
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，求证：焦点弦长为
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分析：此题做法跟上题类似，也可采用韦达定理与抛物线定义解决问题．

证法一：抛物线
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即
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证法二：如图所示，分别作
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于是可得出：
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故原命题成立．

典型例题八
例8 已知圆锥曲线C经过定点
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（1）AB的倾斜角
[image: image132.wmf]q

的取值范围．

（2）设直线AB与椭圆相交于C、D两点，求CD中点M的轨迹方程．

分析：由已知条件可确定出圆锥曲线C为抛物线，AB为抛物线的焦点弦，设其斜率为k，弦AB与椭圆相交于不同的两点，可求出k的取值范围，从而可得
[image: image133.wmf]q

的取值范围，求CD中点M的轨迹方程时，可设出M的坐标，利用韦达定理化简即可．

解：（1）由已知得
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d

，从而
[image: image137.wmf]d

PF
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∴曲线C是抛物线，其方程为
[image: image138.wmf]x

y

4

2

=

．

设直线AB的斜率为k，若k不存在，则直线AB与
[image: image139.wmf]2

2
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2

2
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y

x

无交点．

∴k存在．设AB的方程为
[image: image140.wmf])
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由
[image: image141.wmf]î
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可得：
[image: image142.wmf]0
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设A、B坐标分别为
[image: image143.wmf])

,
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y

x

、
[image: image144.wmf])
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，则：
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∵弦AB的长度不超过8，
[image: image147.wmf]8
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即
[image: image148.wmf]1
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由
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得：
[image: image150.wmf]0
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∵AB与椭圆相交于不同的两点，
[image: image151.wmf]3
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由
[image: image152.wmf]1
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k

和
[image: image153.wmf]3
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可得：
[image: image154.wmf]3
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或
[image: image155.wmf]1
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故
[image: image156.wmf]3
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或
[image: image157.wmf]1
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又
[image: image158.wmf]p
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，∴所求
[image: image159.wmf]q

的取值范围是：
[image: image160.wmf]3
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或
[image: image161.wmf]4
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（2）设CD中点
[image: image162.wmf])
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M

、
[image: image163.wmf])

,

(

3

3

y

x

C

、
[image: image164.wmf])
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由
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则
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即
[image: image169.wmf]3
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化简得：
[image: image171.wmf]0
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∴所求轨迹方程为：
[image: image172.wmf])

3

2

5

2

(

0

3

2

3

2

2

<

£

=

-

+

x

x

y

x


典型例题九
例9　定长为3的线段
[image: image173.wmf]AB

的端点
[image: image174.wmf]A

、
[image: image175.wmf]B

在抛物线
[image: image176.wmf]x

y

=

2

上移动，求
[image: image177.wmf]AB

的中点到
[image: image178.wmf]y

轴的距离的最小值，并求出此时
[image: image179.wmf]AB

中点的坐标．

分析：线段
[image: image180.wmf]AB

中点到
[image: image181.wmf]y

轴距离的最小值，就是其横坐标的最小值．这是中点坐标问题，因此只要研究
[image: image182.wmf]A

、
[image: image183.wmf]B

两点的横坐标之和取什么最小值即可．

解：如图，设
[image: image184.wmf]F

是
[image: image185.wmf]x

y

=

2

的焦点，
[image: image186.wmf]A

、
[image: image187.wmf]B

两点到准线的垂线分别是
[image: image188.wmf]AC

、
[image: image189.wmf]BD

，又
[image: image190.wmf]M

到准线的垂线为
[image: image191.wmf]MN

，
[image: image192.wmf]C

、
[image: image193.wmf]D

和
[image: image194.wmf]N

是垂足，则

[image: image195.jpg]




[image: image196.wmf]2
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．

设
[image: image197.wmf]M

点的横坐标为
[image: image198.wmf]x

，纵坐标为
[image: image199.wmf]y

，
[image: image200.wmf]4
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x

MN

，则
[image: image201.wmf]4
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等式成立的条件是
[image: image202.wmf]AB

过点
[image: image203.wmf]F

．

当
[image: image204.wmf]4
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时，
[image: image205.wmf]4
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[image: image206.wmf]2
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[image: image207.wmf]2
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，
[image: image208.wmf]2
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．

所以
[image: image209.wmf])

2
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(

±

M

，此时
[image: image210.wmf]M

到
[image: image211.wmf]y

轴的距离的最小值为
[image: image212.wmf]4

5

．

说明：本题从分析图形性质出发，把三角形的性质应用到解析几何中，解法较简．

典型例题十
例10　过抛物线
[image: image213.wmf]px

y

2

=

的焦点
[image: image214.wmf]F

作倾斜角为
[image: image215.wmf]q

的直线，交抛物线于
[image: image216.wmf]A

、
[image: image217.wmf]B

两点，求
[image: image218.wmf]AB

的最小值．

分析：本题可分
[image: image219.wmf]2

p

q

=

和
[image: image220.wmf]2
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q

¹

两种情况讨论．当
[image: image221.wmf]2

p

q

¹

时，先写出
[image: image222.wmf]AB

的表达式，再求范围．

解：(1)若
[image: image223.wmf]2
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=

，此时
[image: image224.wmf]p

AB
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．

(2)若
[image: image225.wmf]2
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，因有两交点，所以
[image: image226.wmf]0
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q
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[image: image227.wmf])
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，即
[image: image228.wmf]2
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．

代入抛物线方程，有
[image: image229.wmf]0
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．

故
[image: image230.wmf]q
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[image: image231.wmf]q
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故
[image: image232.wmf]q
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所以
[image: image233.wmf]p

p

AB

2
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=

q

．因
[image: image234.wmf]2

p

q

¹

，所以这里不能取“=”．

综合(1)(2)，当
[image: image235.wmf]2

p

q

=

时，
[image: image236.wmf]p

AB

2

=

最小值

．

说明：

(1)此题须对
[image: image237.wmf]q

分
[image: image238.wmf]2

p

q

=

和
[image: image239.wmf]2

p

q

¹

两种情况进行讨论；

(2)从解题过程可知，抛物线点弦长公式为
[image: image240.wmf]q

2

sin

2

p

l

=

；

(3)当
[image: image241.wmf]2

p

q

=

时，
[image: image242.wmf]AB

叫做抛物线的通径．通径是最短的焦点弦．
典型例题十一

例11　过抛物线
[image: image243.wmf]px

y

2

2
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 EMBED Equation.3  [image: image244.wmf])

0

(

>

p

的焦点
[image: image245.wmf]F

作弦
[image: image246.wmf]AB

，
[image: image247.wmf]l

为准线，过
[image: image248.wmf]A

、
[image: image249.wmf]B

作
[image: image250.wmf]l

的垂线，垂足分别为
[image: image251.wmf]'

A

、
[image: image252.wmf]'

B

，则①
[image: image253.wmf]'
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Ð

为（　　），②
[image: image254.wmf]B

AF

'

Ð

为（　　）．

A．大于等于
[image: image255.wmf]°

90

　　B．小于等于
[image: image256.wmf]°

90

　　C．等于
[image: image257.wmf]°

90

　　D不确定

分析：本题考查抛物线的定义、直线与圆的位置关系等方面的知识，关键是求角的大小以及判定直线与圆是否相切．

[image: image258.jpg]



解：①点
[image: image259.wmf]A

在抛物线上，由抛物线定义，则
[image: image260.wmf]2
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又
[image: image261.wmf]x
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轴
[image: image262.wmf]3
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．

∴
[image: image263.wmf]3
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=

Ð

，同理
[image: image264.wmf]6
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而
[image: image265.wmf]°
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，∴
[image: image266.wmf]°
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∴
[image: image267.wmf]°
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．选C．

②过
[image: image268.wmf]AB

中点
[image: image269.wmf]M

作
[image: image270.wmf]l

MM

^

'

，垂中为
[image: image271.wmf]'

M

，

则
[image: image272.wmf]AB
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∴以
[image: image273.wmf]AB

为直径的圆与直线
[image: image274.wmf]l

相切，切点为
[image: image275.wmf]'

M

．

又
[image: image276.wmf]'

F

在圆的外部，∴
[image: image277.wmf]°
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．

特别地，当
[image: image278.wmf]x

AB

^

轴时，
[image: image279.wmf]'

M

与
[image: image280.wmf]'

F

重合，
[image: image281.wmf]°
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即
[image: image282.wmf]°
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B
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典型例题十二
例12　已知点
[image: image283.wmf])

2

,

3

(

M

，
[image: image284.wmf]F

为抛物线
[image: image285.wmf]x

y

2

2

=

的焦点，点
[image: image286.wmf]P

在该抛物线上移动，当
[image: image287.wmf]PF

PM

+

取最小值时，点
[image: image288.wmf]P

的坐标为__________．

分析：本题若建立目标函数来求
[image: image289.wmf]PF

PM

+

的最小值是困难的，若巧妙地利用抛物线定义，结合图形则问题不难解决．

解：如图，

[image: image290.jpg]Q





由定义知
[image: image291.wmf]PE

PF

=

，故
[image: image292.wmf]2
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．

取等号时，
[image: image293.wmf]M

、
[image: image294.wmf]P

、
[image: image295.wmf]E

三点共线，∴
[image: image296.wmf]P

点纵坐标为2，代入方程，求出其横坐标为2，

所以
[image: image297.wmf]P

点坐标为
[image: image298.wmf])

2

,

2

(

．

说明：由抛物线的定义可知，抛物线上的点到焦点的距离等于它到准线的距离．要重视定义在解题中的应用，灵活地进行抛物线上的点到焦点距离与到准线距离的相互转换．
京翰教育http://www.zgjhjy.com/
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