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开放与探索性测试题

一． 选择题：本大题共12小题，每小题5分，共60分。在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。
1．已知函数
[image: image102.wmf]      D

1

            C

1

 

 

A

1

               B

1

 

                 P

 

                  

 

D               C

 

 

 A              B

 

的图象过点
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2．（理）满足条件|z－i|=|3＋4i|的复数z在复平面上对应点的轨迹是（    ）
A． 一条直线     B． 两条直线 

C． 圆     　　　D． 椭圆

（文）已知直线x=k(k>0)和圆(x－1)2+y2=4相切，那么k的值是
（    ）


A．5
B．4
C．3
D．2
3．设m、n是两条不同的直线，，，是三个不同的平面，给出下列四个命题：
    ①若m⊥，n∥，则m⊥n    

②若∥，∥，m⊥，则m⊥
    ③若m∥，n∥，则m∥n
    
④若⊥，⊥，则∥
    其中正确命题的序号是（    ）
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A．①和②     
　B．②和③ 
C． ③和④     
　D．①和④
4．如图，在正方体ABCD－A1B1C1D1中，P是侧面BB1C1C内一动点，若P到直线BC与直线C1D1的距离相等，则动点P的轨迹所在的曲线是（    ）
A．直线     
　B．圆

C．双曲线

　D．抛物线
5．函数f(x)=x2－2ax－3在区间［1，2］上存在反函数的充分必要条件是
（    ）
    A．

   　B． 

    C． 

    D． 


6．已知a、b、c满足c<b<a，且ac<0，那么下列选项中一定成立的是（    ）
    A．ab>ac
     　B．c(b－a)<0

 C．cb2<ab2  
 D．ac(a－c)>0
7．从长度分别为1，2，3，4，5的五条线段中，任取三条线段为边可组成钝角△的概率为（    ）
    A．

     

　B．

     　　　　C． 

     　　D． 


8．函数

，其中P、M为实数集R的两个非空子集，又规定

，

，给出下列四个判断：
    ①若

，则

 ②若

，则


    ③若

，则

 ④若

，则


    其中正确判断有（    ）
    A．1个    

　B．2个    　　　　C．3个    　　　D．4个

9．若函数y=f(x)的图象可由函数y=lg(x+1)的图象绕坐标原点O逆时针旋转90°得到,则f(x)=(    )
    A．10-x-1     
　B．10x-1      
　
C．1-10-x　    　　D．1-10x
10．已知数列
[image: image8.wmf]}
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，设其前n项和Sn，则使Sn<－5 成立的自然数n（    ）


A．有最小值63
B．有最大值63
C．有最小值31
D．有最大值31

11．若不等式
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内恒成立，则a的取值范围是（    ）

A．
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D．0<a<
[image: image14.wmf]16
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12．有两排座位，前排11个座位，后排12个座位，现安排2人就座，规定前排中间的3个座位不能坐，并且这2人不左右相邻，那么不同排法的种数是（    ）

A．234
B．346
C．350
D．363
二． 填空题：本大题共4小题，每小题4分，共16分。把答案填在题中横线上。
13．下面是关于四棱柱的四个命题：

①若有两个侧面垂直于底面，则该四棱柱为直四棱柱

②若两个过相对侧棱的截面都垂直于底面，则该四棱柱为直四棱柱

③若四个侧面两两全等，则该四棱柱为直四棱柱

④若四棱柱的四条对角线两两相等，则该四棱柱为直四棱柱

其中，真命题的编号是                 （写出所有正确结论的编号）

14．若干个能唯一确定一个数列的量称为该数列的“基本量”．设{an}是公比为q的无穷等比数列,下列{an}的四组量中,一定能成为该数列“基本量”的是第 　 组．(写出所有符合要求的组号)

   ①S1与S2；②a2与S3；③a1与an；④q与an。其中n为正整数, Sn为{an}的前n项和．
15．教材中“直线与圆的方程”与“圆锥曲线方程”两章内容体现出解析几何的本质是                                                     ．

16．定义“等和数列”：在一个数列中，如果每一项与它的后一项的和都为同一个常数，那么这个数列叫做等和数列，这个常数叫做该数列的公和。
    已知数列{an}是等和数列，且a1＝2，公和为5，那么a18的值为______________，这个数列的前n项和Sn的计算公式为________________ 

三． 解答题：本大题共6小题，共74分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤。
17．（本小题满分12分）设P(x，y)、Q(x′，y′)，且将关系式
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看作坐标平面内的一个变换，它将平面内的点Ｐ变换到这一平面上的Ｑ点。是否存在这样的直线它上面的任何一点经过上述变换后得到的点仍旧在该直线上。若存在，求出所有这样的直线；若不存在，说明理由。

18．（本小题满分12分）已知f(x)=[image: image16.wmf]2
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(x∈R)在区间[－1，1]上是增函数．
⑴求实数a的值组成的集合A；
⑵设关于x的方程f(x)=[image: image17.wmf]x

1

的两个非零实根为x1、x2．试问：是否存在实数m，使得不等式m2+tm+1≥|x1－x2|对任意a∈A及t∈[－1，1]恒成立？若存在，求m的取值范围；若不存在，请说明理由．
19．（本小题满分12分）已知常数a>0，向量c=(0，a)，i=(1，0)，经过原点O以c+λi为方向向量的直线与经过定点A(0，a)以i－2λc为方向向量的直线相交于点P，其中λ∈R．试问：是否存在两个定点E、F，使得|PE|+|PF|为定值．若存在，求出E、F的坐标；若不存在，说明理由．
20．（本小题满分12分）给定有限个正数满足条件T：每个数都不大于50且总和L＝1275。现将这些数按下列要求进行分组，每组数之和不大于150且分组的步骤是：
    首先，从这些数中选择这样一些数构成第一组，使得150与这组数之和的差r1与所有可能的其他选择相比是最小的，r1称为第一组余差；
    然后，在去掉已选入第一组的数后，对余下的数按第一组的选择方式构成第二组，这时的余差为r2；如此继续构成第三组（余差为r3）、第四组（余差为r4）、…，直至第N组（余差为rN）把这些数全部分完为止。
⑴判断

的大小关系，并指出除第N组外的每组至少含有几个数
⑵当构成第n（n<N）组后，指出余下的每个数与

的大小关系，并证明


⑶对任何满足条件T的有限个正数，证明：


21．（本小题满分13分）设P1(x1,y1), P2(x2,y2),…,Pn(xn,yn)(n≥3,n∈N) 是二次曲线C上的点, 且a1=|OP1|2, a2=|OP2|2, …, an=|OPn|2构成了一个公差为d(d≠0) 的等差数列, 其中O是坐标原点． 记Sn=a1+a2+…+an．

⑴若C的方程为
[image: image18.wmf]25
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=1,n=3． 点P1(3,0) 及S3=255, 求点P3的坐标；(只需写出一个)

⑵若C的方程为
[image: image19.wmf]1
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(a>b>0)． 点P1(a,0), 对于给定的自然数n, 当公差d变化时, 求Sn的最小值；

⑶请选定一条除椭圆外的二次曲线C及C上的一点P1,对于给定的自然数n,写出符合条件的点P1, P2,…Pn存在的充要条件,并说明理由．
22．（本小题满分13分）⑴给出两块相同的正三角形纸片(如图1，图2)，要求用其中一块剪拼成一个正三棱锥模型，另一块剪拼成一个正三棱柱模型，使它们的全面积都与原三角形的面积相等，请设计一种剪拼方法，分别用虚线标示在图1、图2中，并作简要说明；


⑵试比较你剪拼的正三棱锥与正三棱柱的体积的大小；


⑶如果给出的是一块任意三角形的纸片(如图3)，要求剪拼成一个直三棱柱模型，使它的全面积与给出的三角形的面积相等，请设计一种剪拼方法，用虚线标示在图3中，并作简要说明．
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开放与探索水平测试参考答案

一． 选择题：本大题主要考查基本知识和基本运算。每小题5分，满分60分。
1．A 　2．C   3．A   4．D  5．D 　6．C  7．B  8．B　9．A　10．A　11．C　12．B

二． 填空题：本大题主要考查基本知识和基本运算。每小题4分，满分16分。
13．②④    14．①④　15．用代数的方法研究图形的几何性质．

16．3    当n为偶数时，

；当n为奇数时，


三． 解答题：本大题共6小题，共74分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤。
17．思路点拨：解答时首先应该读懂题意，不必深究这到底是一个什么变换，是否存在这样的直线其实质就是(x，y)与(
[image: image20.wmf])
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两点是否均在同一直线上，从而转换为讨论方程组的解的问题。

详细解答：假设存在这样的直线，∵平行于坐标轴的直线显然不符合条件，故可设所求的直线方程为y＝kx＋b(k≠０)该直线上任何一点(x，y)经过变换后得到点(
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无解，故不存在这样的直线。

当b=0时由
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，所以满足条件的所有直线为y=
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18．解：⑴f＇(x)=[image: image31.wmf]2
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∵f(x)在[－1，1]上是增函数，
∴f＇(x)≥0对x∈[－1，1]恒成立，
即x2－ax－2≤0对x∈[－1，1]恒成立．        ①
设[image: image33.wmf]j

(x)=x2－ax－2，
方法一：①[image: image34.wmf]Û
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[image: image36.wmf]Û

－1≤a≤1，
 ∵对x∈[－1，1]，f(x)是连续函数，且只有当a=1时，f ′(－1)=0以及当a=－1时，f ′(1)=0

∴A={a|－1≤a≤1}．

方法二：①[image: image37.wmf]Û
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[image: image40.wmf]Û

0≤a≤1或－1≤a<0

[image: image41.wmf]Û

－1≤a≤1．

∵对x∈[－1，1]，f(x)是连续函数，且只有当a=1时，f＇(－1)=0以及当a=-1时，f＇(1)=0

∴A={a|－1≤a≤1}．

⑵由[image: image42.wmf]2
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=[image: image43.wmf]x

1

，得x2－ax－2=0，   ∵△=a2+8>0

∴x1，x2是方程x2－ax－2=0的两实根，∴ 
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12

2

xxa

xx

+=

ì

í

=-

î


从而|x1－x2|=[image: image45.wmf]2
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=[image: image46.wmf]8
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∵－1≤a≤1，∴|x1-x2|=[image: image47.wmf]8
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要使不等式m2+tm+1≥|x1－x2|对任意a∈A及t∈[－1，1]恒成立，
当且仅当m2+tm+1≥3对任意t∈[－1，1]恒成立，
即m2+tm－2≥0对任意t∈[－1，1]恒成立．        ②
设g(t)=m2+tm－2=mt+(m2－2)，
方法一：②[image: image48.wmf]Û


[image: image49.wmf]2

2

(1)20

(1)20

gmm

gmm

ì

=+-³

ï

í

-=--³

ï

î

[image: image50.wmf]Û

m≥2或m≤－2．

所以，存在实数m，使不等式m2+tm+1≥|x1－x2|对任意a∈A及t∈[－1，1]恒成立，其取值范围是{m|m≥2，或m≤－2}．

方法二： 当m=0时，②显然不成立；   当m≠0时，
②[image: image51.wmf]Û
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[image: image54.wmf]Û

 m≥2或m≤－2．

所以，存在实数m，使不等式m2+tm+1≥|x1－x2|对任意a∈A及t∈[-1，1]恒成立，其取值范围是{m|m≥2，或m≤－2}．    

19．解：根据题设条件，首先求出点P坐标满足的方程，据此再判断是否存在两定点，使得点P到两定点距离的和为定值．
    ∵i=(1，0)，c=(0，a)，  ∴
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    因此，直线OP和AP的方程分别为  
[image: image56.wmf]l

y=ax和y－a=－2
[image: image57.wmf]l

ax ．

    消去参数
[image: image58.wmf]l

，得点P(x，y)的坐标满足方程y (y－a)=－2a2x2 ，
    整理得
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    因为a>0，所以得：

   (i)当a=
[image: image60.wmf]2
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时，方程①是圆方程，故不存在合乎题意的定点E和F；

   (ii)当0<a<
[image: image61.wmf]2
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时，方程①表示椭圆，焦点E
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     为合乎题意的两个定点；

  (iii)当a>
[image: image64.wmf]2
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20．解：⑴

。除第N组外的每组至少含有

个数
    ⑵当第n组形成后，因为

，所以还有数没分完，这时余下的每个数必大于余差

，余下数之和也大于第n组的余差

，即
    


    由此可得


    因为

，所以


   ⑶用反证法证明结论，假设

，即第11组形成后，还有数没分完，由（I）和（II）可知，余下的每个数都大于第11组的余差

，且


    故余下的每个数

    （*）
    因为第11组数中至少含有3个数，所以第11组数之和大于


    此时第11组的余差


这与（*）式中

矛盾，所以


21．(1) a1=
[image: image67.wmf]1
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2=100,由S3=
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  ∴点P3的坐标可以为(2
[image: image72.wmf]15

, 
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 (2) 【解法一】原点O到二次曲线C:
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(a>b>0)上各点的最小距离为b,最大距离为a．

    ∵a1=
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  故Sn的最小值为na2+
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  【解法二】对每个自然数k(2≤k≤n), 
由
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     ∵0< y
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    以下与解法一相同．

   (3) 【解法一】若双曲线C:
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   则对于给定的n, 点P1, P2,…Pn存在的充要条件是d>0．

   ∵原点O到双曲线C上各点的距离h∈[|a|,+∞),且|OP1|=a2,

   ∴点P1, P2,…Pn存在当且仅当
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2,即d>0．

   【解法二】若抛物线C:y2=2x,点P1(0,0),

   则对于给定的n, 点P1, P2,…Pn存在的充要条件是d>0．理由同上

   【解法三】若圆C:(x－a)+y2=a2(a≠0), P1(0,0),

    则对于给定的n, 点P1, P2,…Pn存在的充要条件是0<d≤
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    ∵原点O到圆C上各点的最小距离为0,最大距离为2|a|,

   且|OP1|=0, ∴d>0且|OPn|2=(n－1)d≤4a2．即0<d≤
[image: image95.wmf]1

4

2

-

n

a

．
22．解：⑴如图1，沿正三角形三边中点连线折起，可拼得一个正三棱锥．

如图2，正三角形三个角上剪出三个相同的四边形，其较长的一组邻边边长为三角形边长的
[image: image96.wmf]4

1

，有一组对角为直角．余下部分按虚线折起，可成为一个缺上底的正三棱柱，而剪出的三个相同的四边形恰好拼成这个正三棱柱的上底． 


⑵依上面剪拼的方法，有V柱>V锥． 


推理如下：


设给出正三角形纸片的边长为2，那么，正三棱锥与正三棱柱的底面都是边长为1的正三角形，其面积为
[image: image97.wmf].
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所以，V柱>V锥． 


⑶如图3，分别连结三角形的内心与各顶点，得到三条线段，再以这三条线段的中点为顶点作三角形．以新作的三角形为直三棱柱的底面，过新三角形的三个顶点向原三角形三边作垂线，沿六条垂线剪下三个四边形，可以拼接成直三棱柱的上底，余下部分按虚线折起，成为一个缺上底的直三棱柱，即可得到直三棱柱模型．
[image: image101.png]


注：如有其他的剪拼方法，也可。
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