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椭圆的标准方程

典型例题一

例1 已知椭圆
[image: image529.jpg]


的一个焦点为（0，2）求
[image: image2.wmf]m

的值．

分析：把椭圆的方程化为标准方程，由
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，根据关系
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的值．

解：方程变形为
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因为焦点在
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轴上，所以
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，解得
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又
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适合．故
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典型例题二
例2 已知椭圆的中心在原点，且经过点
[image: image14.wmf](
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，求椭圆的标准方程．

分析：因椭圆的中心在原点，故其标准方程有两种情况．根据题设条件，运用待定系数法，求出参数
[image: image16.wmf]a

和
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）的值，即可求得椭圆的标准方程．

解：当焦点在
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轴上时，设其方程为
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由椭圆过点
[image: image22.wmf](
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当焦点在
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轴上时，设其方程为
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由椭圆过点
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)

0

3

，

P

，知
[image: image31.wmf]1

0

9

2

2

=

+

b

a

．又
[image: image32.wmf]b

a

3

=

，联立解得
[image: image33.wmf]81

2

=

a

，
[image: image34.wmf]9

2

=

b

，故椭圆的方程为
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典型例题三
例3 
[image: image36.wmf]ABC
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的底边
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和
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两边上中线长之和为30，求此三角形重心
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的轨迹和顶点
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的轨迹．

分析：（1）由已知可得
[image: image42.wmf]20

=

+

GB

GC

，再利用椭圆定义求解．（2）由
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的轨迹方程
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、
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坐标的关系，利用代入法求
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的轨迹方程．

解： （1）以
[image: image47.wmf]BC

所在的直线为
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轴，
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中点为原点建立直角坐标系．设
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点坐标为
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点的轨迹是以
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、
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为焦点的椭圆，且除去轴上两点．因
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（2）设
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由题意有
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代入①，得
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的轨迹方程为
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轴上两点）．

典型例题四
例4 已知
[image: image67.wmf]P

点在以坐标轴为对称轴的椭圆上，点
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到两焦点的距离分别为
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点作焦点所在轴的垂线，它恰好过椭圆的一个焦点，求椭圆方程．

分析：讨论椭圆方程的类型，根据题设求出
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和
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）的值．从而求得椭圆方程．

解：设两焦点为
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、
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从椭圆定义知
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所以在
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可求出
[image: image86.wmf]6

2

1

p

=

Ð

F

PF

，
[image: image87.wmf]3

5

2

6

cos

2

1

=

×

=

p

PF

c

，从而
[image: image88.wmf]3

10

2

2

2

=

-

=

c

a

b

．

∴所求椭圆方程为
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典型例题五
例5 已知椭圆方程
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表示）．

分析：求面积要结合余弦定理及定义求角
[image: image103.wmf]a

的两邻边，从而利用
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解：如图，设
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由椭圆的对称性，不妨设
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在第一象限．由余弦定理知：
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由椭圆定义知：       
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故
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典型例题六
例6 已知椭圆
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平分的弦所在直线的方程；

（2）求斜率为2的平行弦的中点轨迹方程；

（3）过
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（4）椭圆上有两点
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、
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为原点，且有直线
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中点
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的轨迹方程．

分析：此题中四问都跟弦中点有关，因此可考虑设弦端坐标的方法．

解：设弦两端点分别为
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由题意知
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将⑥代入椭圆方程
[image: image144.wmf]2

2

2

2

=

+

y

x

得
[image: image145.wmf]0

4

1

6

6

2

=

-

-

y

y

，
[image: image146.wmf]0

4

1

6

4

36

>

´

´

-

=

D

符合题意，

故
[image: image147.wmf]0

3

4

2

=

-

+

y

x

即为所求．

（2）将
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（3）将
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（4）由①＋②得
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此即为所求轨迹方程．当然，此题除了设弦端坐标的方法，还可用其它方法解决．

典型例题七
[image: image526.jpg]


例7 已知动圆
[image: image159.wmf]P

过定点
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的内部与其相内切，求动圆圆心
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的轨迹方程．

分析：关键是根据题意，列出点P满足的关系式．

解：如图所示，设动圆
[image: image163.wmf]P

和定圆
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内切于点
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．动点
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说明：本题是先根据椭圆的定义，判定轨迹是椭圆，然后根据椭圆的标准方程，求轨迹的方程．这是求轨迹方程的一种重要思想方法．

典型例题八
例8 已知椭圆
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（1）当
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为何值时，直线与椭圆有公共点？

（2）若直线被椭圆截得的弦长为
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分析：直线与椭圆有公共点，等价于它们的方程组成的方程组有解．因此，只须考虑方程组消元后所得的一元二次方程的根的判别式．已知弦长，由弦长公式就可求出
[image: image179.wmf]m
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解：（1）把直线方程
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（2）设直线与椭圆的两个交点的横坐标为
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根据弦长公式得
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解得
[image: image191.wmf]0
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因此，所求直线的方程为
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说明：处理有关直线与椭圆的位置关系问题及有关弦长问题，采用的方法与处理直线和圆的有所区别．这里解决直线与椭圆的交点问题，一般考虑判别式
[image: image193.wmf]D

；解决弦长问题，一般应用弦长公式．用弦长公式，若能合理运用韦达定理（即根与系数的关系），可大大简化运算过程．

典型例题九
[image: image528.jpg]


例9 以椭圆
[image: image194.wmf]1

3

12
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y

x

的焦点为焦点，过直线
[image: image195.wmf]0

9

=

+

-

y

x

l

：

上一点
[image: image196.wmf]M

作椭圆，要使所作椭圆的长轴最短，点
[image: image197.wmf]M

应在何处？并求出此时的椭圆方程．

分析：椭圆的焦点容易求出，按照椭圆的定义，本题实际上就是要在已知直线上找一点，使该点到直线同侧的两已知点（即两焦点）的距离之和最小，而这种类型的问题在初中就已经介绍过，只须利用对称的知识就可解决．

解：如图所示，椭圆
[image: image198.wmf]1

3

12
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y

x

的焦点为
[image: image199.wmf](

)
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，

-

F

，
[image: image200.wmf](

)
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，

F

．

点
[image: image201.wmf]1

F

关于直线
[image: image202.wmf]0

9

=

+

-

y

x

l

：

的对称点
[image: image203.wmf]F

的坐标为（－9，6），直线
[image: image204.wmf]2

FF

的方程为
[image: image205.wmf]0
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y

x

．解方程组
[image: image206.wmf]î
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ì
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y

x

y

x

得交点
[image: image207.wmf]M

的坐标为（－5，4）．此时
[image: image208.wmf]2

1

MF

MF

+

最小．

所求椭圆的长轴


[image: image209.wmf]5
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2
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=

=
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MF

MF

a

，

∴
[image: image210.wmf]5

3

=

a

，又
[image: image211.wmf]3
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c

，

∴
[image: image212.wmf](
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．

因此，所求椭圆的方程为
[image: image213.wmf]1

36

45

2

2
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+

y

x

．

说明：解决本题的关键是利用椭圆的定义，将问题转化为在已知直线上求一点，使该点到直线同侧两已知点的距离之和最小．

典型例题十

例10　已知方程
[image: image214.wmf]1

3

5

2

2

-
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k

y

k

x

表示椭圆，求
[image: image215.wmf]k

的取值范围．

分析：根据椭圆方程的特征求解．

解：由
[image: image216.wmf]ï
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k
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k

得
[image: image217.wmf]5

3

<

<

k

，且
[image: image218.wmf]4

¹

k

．

∴满足条件的
[image: image219.wmf]k

的取值范围是
[image: image220.wmf]5

3

<

<

k

，且
[image: image221.wmf]4

¹

k

．

说明：本题易出现如下错解：由
[image: image222.wmf]î

í

ì

<

-

<
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,

0

3

,
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5

k

k

得
[image: image223.wmf]5

3

<

<

k

，故
[image: image224.wmf]k

的取值范围是
[image: image225.wmf]5

3

<

<

k

．出错的原因是没有注意椭圆的标准方程中
[image: image226.wmf]0

>

>

b

a

这个条件，当
[image: image227.wmf]b

a

=

时，并不表示椭圆．
典型例题十一
例11 已知
[image: image228.wmf]1

cos

sin

2

2

=

-

a

a

y

x



 EMBED Equation.3  [image: image229.wmf])

0

(

p

a

£

£

表示焦点在
[image: image230.wmf]y

轴上的椭圆，求
[image: image231.wmf]a

的取值范围．

分析：依据已知条件确定
[image: image232.wmf]a

的三角函数的大小关系．再根据三角函数的单调性，求出
[image: image233.wmf]a

的取值范围．

解：方程可化为
[image: image234.wmf]1

cos

1

sin

1

2

2

=

+

a

a

y

x

．

因为焦点在
[image: image235.wmf]y

轴上，所以
[image: image236.wmf]0

sin

1

cos

1

>

>

-

a

a

．

因此
[image: image237.wmf]0

sin

>

a

且
[image: image238.wmf]1

tan

-

<

a

从而
[image: image239.wmf])
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p

p

a

Î

．

说明：

(1)由椭圆的标准方程知
[image: image240.wmf]0

sin

1

>

a

，
[image: image241.wmf]0

cos

1

>

-

a

，这是容易忽视的地方．

(2)由焦点在
[image: image242.wmf]y

轴上，知
[image: image243.wmf]a

cos

1

2

-

=

a

，
[image: image244.wmf]a

sin

1

2

=

b

．

(3)求
[image: image245.wmf]a

的取值范围时，应注意题目中的条件
[image: image246.wmf]p

a

<

£

0

．

典型例题十二
例2　求中心在原点，对称轴为坐标轴，且经过
[image: image247.wmf])

2

,

3

(

-

A

和
[image: image248.wmf])

1

,

3

2

(

-

B

两点的椭圆方程．

分析：由题设条件焦点在哪个轴上不明确，椭圆标准方程有两种情形，为了计算简便起见，可设其方程为
[image: image249.wmf]1

2
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=

+

ny

mx

(
[image: image250.wmf]0

>

m

，
[image: image251.wmf]0

>

n

)，且不必去考虑焦点在哪个坐标轴上，直接可求出方程．

解：设所求椭圆方程为
[image: image252.wmf]1
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ny

mx

(
[image: image253.wmf]0

>

m

，
[image: image254.wmf]0

>

n

)．

由
[image: image255.wmf])

2

,

3

(

-

A

和
[image: image256.wmf])

1

,

3

2

(

-

B

两点在椭圆上可得


[image: image257.wmf]ï
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即
[image: image258.wmf]î
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所以
[image: image259.wmf]15

1

=

m

，
[image: image260.wmf]5

1
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n

．

故所求的椭圆方程为
[image: image261.wmf]1
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2

2
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+

y

x

．

说明：此类题目中已存在直角坐标系，所以就不用建立直角坐标系了，但是这种题目一定要注意已知点和已知轨迹在坐标系中的位置关系．求椭圆的标准方程，一般是先定位（焦点位置），再定量（
[image: image262.wmf]a

，
[image: image263.wmf]b

的值），若椭圆的焦点位置确定，椭圆方程唯一；若椭圆的焦点位置不确定，既可能在
[image: image264.wmf]x

轴，又可能在
[image: image265.wmf]y

轴上，那么就分两种情况进行讨论．方法是待定系数法求椭圆的标准方程，求解时是分为根据椭圆的焦点在
[image: image266.wmf]x

轴上或
[image: image267.wmf]y

轴上确定方程的形式、根据题设条件列出关于待定系数
[image: image268.wmf]a

，
[image: image269.wmf]b

的方程组、解方程组求出
[image: image270.wmf]a

，
[image: image271.wmf]b

的值三个步骤，从而得到椭圆的标准方程．对此题而言，根据题目的要求不能判断出所求的椭圆焦点所在的坐标轴，那么就分情况讨论，这种方法解此题较繁．另一种方法直接设出椭圆的方程，而不强调焦点在哪一个坐标轴上，即不强调
[image: image272.wmf]2

x

和
[image: image273.wmf]2

y

的系数哪一个大，通过解题，解得几种情况就是几种情况．在求椭圆方程确定焦点在哪一坐标轴上的时候，可以根据焦点坐标，也可以根据准线方程．若不能确定焦点在哪一个坐标轴上，就用上述两种方法．
典型例题十三
例13 已知长轴为12，短轴长为6，焦点在
[image: image274.wmf]x

轴上的椭圆，过它对的左焦点
[image: image275.wmf]1

F

作倾斜解为
[image: image276.wmf]3

p

的直线交椭圆于
[image: image277.wmf]A

，
[image: image278.wmf]B

两点，求弦
[image: image279.wmf]AB

的长．

分析：此类题目是求弦长问题，这种题目方法很多，可以利用弦长公式
[image: image280.wmf]]
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求得，也可以利用椭圆定义及余弦定理，还可以利用焦点半径来求．

解：(法1)利用直线与椭圆相交的弦长公式求解．


[image: image281.wmf]2
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[image: image282.wmf]]

4

)

)[(

1

(

2

1

2

2

1

2

x

x

x

x

k

-

+

+

=

．

因为
[image: image283.wmf]6

=

a

，
[image: image284.wmf]3

=

b

，所以
[image: image285.wmf]3

3

=

c

．

又因为焦点在
[image: image286.wmf]x

轴上，

所以椭圆方程为
[image: image287.wmf]1
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x

，左焦点
[image: image288.wmf])
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F

，从而直线方程为


[image: image289.wmf]9
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．

由直线方程与椭圆方程联立得


[image: image290.wmf]0
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．

设
[image: image291.wmf]1

x

，
[image: image292.wmf]2

x

为方程两根，

所以
[image: image293.wmf]13
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，
[image: image294.wmf]13
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，
[image: image295.wmf]3
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从而
[image: image296.wmf]13
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(法2)利用椭圆的定义及余弦定理求解．

由题意可知椭圆方程为
[image: image297.wmf]1
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x

，设
[image: image298.wmf]m

AF
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1

，
[image: image299.wmf]n
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，则


[image: image300.wmf]m
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，
[image: image301.wmf]n
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．

在
[image: image302.wmf]2
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D

中，
[image: image303.wmf]3
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即
[image: image304.wmf]2
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所以
[image: image305.wmf]3
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．同理在
[image: image306.wmf]2
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F
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D

中，用余弦定理得
[image: image307.wmf]3
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，所以


[image: image308.wmf]13
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．

(法3)利用焦半径求解．

先根据直线与椭圆联立的方程
[image: image309.wmf]0
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x

x

求出方程的两根
[image: image310.wmf]1

x

，
[image: image311.wmf]2

x

，它们分别是
[image: image312.wmf]A

，
[image: image313.wmf]B

的横坐标．

再根据焦半径
[image: image314.wmf]1

1

ex

a

AF

+

=

，
[image: image315.wmf]2

1

ex

a

BF

+

=

，从而求出
[image: image316.wmf]1
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BF
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AB

+

=

．

说明：对于直线与椭圆的位置关系有相交、相切、相离，判断直线与椭圆的位置关系，可以利用直线方程与椭圆方程联立，看联立后方程解的个数：
[image: image317.wmf]0

<

D

，无解则相离；
[image: image318.wmf]0

=

D

，一解则相切；
[image: image319.wmf]0

>

D

，两解则相交．直线与椭圆相交就有直线与椭圆相交弦问题，直线与椭圆的两交点之间的线段叫做直线与椭圆相交弦．
典型例题十四
例14　已知圆
[image: image320.wmf]1

2

2

=

+

y

x

，从这个圆上任意一点
[image: image321.wmf]P

向
[image: image322.wmf]y

轴作垂线段，求线段中点
[image: image323.wmf]M

的轨迹．

分析：本题是已知一些轨迹，求动点轨迹问题．这种题目一般利用中间变量(相关点)求轨迹方程或轨迹．

解：设点
[image: image324.wmf]M

的坐标为
[image: image325.wmf])

,

(

y

x

，点
[image: image326.wmf]P

的坐标为
[image: image327.wmf])

,
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0
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y

x

，

则
[image: image328.wmf]2
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x
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=

，
[image: image329.wmf]0

y
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=

．

因为
[image: image330.wmf])

,
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x

P

在圆
[image: image331.wmf]1
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x

上，

所以
[image: image332.wmf]1
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．

将
[image: image333.wmf]x

x
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=

，
[image: image334.wmf]y
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0

代入方程
[image: image335.wmf]1
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x

得


[image: image336.wmf]1
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．

所以点
[image: image337.wmf]M

的轨迹是一个椭圆
[image: image338.wmf]1

4
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x

．

说明：此题是利用相关点法求轨迹方程的方法，这种方法具体做法如下：首先设动点的坐标为
[image: image339.wmf])

,

(

y

x

，设已知轨迹上的点的坐标为
[image: image340.wmf])

,

(

0

0

y

x

，然后根据题目要求，使
[image: image341.wmf]x

，
[image: image342.wmf]y

与
[image: image343.wmf]0

x

，
[image: image344.wmf]0

y

建立等式关系，从而由这些等式关系求出
[image: image345.wmf]0

x

和
[image: image346.wmf]0

y

代入已知的轨迹方程，就可以求出关于
[image: image347.wmf]x

，
[image: image348.wmf]y

的方程，化简后即我们所求的方程．这种方法是求轨迹方程的最基本的方法，必须掌握．
这种题目还要注意题目的问法，是求“轨迹”还是求“轨迹方程”．若求轨迹方程，只要求出关于
[image: image349.wmf]x

，
[image: image350.wmf]y

的关系化简即可；若求轨迹，当求出轨迹方程后，还要说明由这种方程所确定的轨迹是什么．这在审题时要注意．

典型例题十五
例15　椭圆
[image: image351.wmf]1
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上的点
[image: image352.wmf]M

到焦点
[image: image353.wmf]1

F

的距离为2，
[image: image354.wmf]N

为
[image: image355.wmf]1

MF

的中点，则
[image: image356.wmf]ON

（
[image: image357.wmf]O

为坐标原点）的值为(　　　)

A．4　　　B．2　　　C．8　　　D．
[image: image358.wmf]2

3


解：如图所示，设椭圆的另一个焦点为
[image: image359.wmf]2

F

，由椭圆第一定义得
[image: image360.wmf]10
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，所以
[image: image361.wmf]8
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，又因为
[image: image362.wmf]ON

为
[image: image363.wmf]2

1

F

MF

D

的中位线，所以
[image: image364.wmf]4

2

1

2

=

=

MF

ON

，故答案为A．

[image: image365.jpg]7





说明：

(1)椭圆定义：平面内与两定点的距离之和等于常数（大于
[image: image366.wmf]2

1

F

F

）的点的轨迹叫做椭圆．

(2)椭圆上的点必定适合椭圆的这一定义，即
[image: image367.wmf]a

MF

MF

2

2

1

=

+

，利用这个等式可以解决椭圆上的点与焦点的有关距离．
典型例题十六
例16 已知椭圆
[image: image368.wmf]1

3
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C

：

，试确定
[image: image369.wmf]m

的取值范围，使得对于直线
[image: image370.wmf]m

x

y
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分析：若设椭圆上
[image: image372.wmf]A

，
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两点关于直线
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对称，则已知条件等价于：(1)直线
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；(2)弦
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的中点
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在
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上．利用上述条件建立
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的不等式即可求得
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的取值范围．

解：(法1)设椭圆上
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∴设直线
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于是
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解得
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解得
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(法2)同解法1得出
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点坐标为
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点在椭圆的内部，

∴
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解得
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(法3)设
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对称的两点，直线
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的交点
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的坐标为
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两式相减得
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又∵直线
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点在直线
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以下同解法2.

说明：涉及椭圆上两点
[image: image441.wmf]A
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[image: image442.wmf]B

关于直线
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恒对称，求有关参数的取值范围问题，可以采用以下方法列参数满足的不等式：

(1)利用直线
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与椭圆恒有两个交点，通过直线方程与椭圆方程组成的方程组，消元后得到的一元二次方程的判别式
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(2)利用弦
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的中点
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利用参数表示，建立参数不等式．
典型例题十七
例17 在面积为1的
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中，
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，建立适当的坐标系，求出以
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、
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为焦点且过
[image: image458.wmf]P

点的椭圆方程．

[image: image459.jpg]S





分析：本题考查用待定系数法求椭圆方程及适当坐标系的建立．通过适当坐标系的建立，选择相应椭圆方程，再待定系数．适当坐标系的建立能达到简化问题的目的．

解：以
[image: image460.wmf]MN

的中点为原点，
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所在直线为
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轴建立直角坐标系，设
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即
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∴所求椭圆方程为
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说明：适当坐标系的建立是处理好椭圆应用问题的关键．建立适当坐标系，需对题设所给图形进行观察、分析，做好数与形的结合，本题也可以以
[image: image470.wmf]MN

的中点为原点，
[image: image471.wmf]MN

所在直线为
[image: image472.wmf]y

轴建立直角坐标系，再求椭圆方程．
典型例题十八
例18 已知
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的方程．

分析：本题考查直线与椭圆的位置关系问题．通常将直线方程与椭圆方程联立消去
[image: image477.wmf]y

(或
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)，得到关于
[image: image479.wmf]x
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)的一元二次方程，再由根与系数的关系，直接求出
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)的值代入计算即得．并不需要求出直线与椭圆的交点坐标，这种“设而不求”的方法，在解析几何中是经常采用的．本题涉及到直线被椭圆截得弦的中点问题，也可采用点差法或中点坐标公式，运算会更为简便．

解：

方法一：设所求直线方程为
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代入椭圆方程，整理得
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设直线与椭圆的交点为
[image: image487.wmf])

,

(

1

1

y

x

A

，
[image: image488.wmf])

,

(

2

2

y

x

B

，则
[image: image489.wmf]1

x

、
[image: image490.wmf]2

x

是①的两根，∴
[image: image491.wmf]1

4

)

2

4

(

8

2

2

1

+

-

=

+

k

k

k

x

x


∵
[image: image492.wmf])

2

,

4

(

P

为
[image: image493.wmf]AB

中点，∴
[image: image494.wmf]1

4

)

2

4

(

4

2

4

2

2

1

+

-

=

+

=

k

k

k

x

x

，
[image: image495.wmf]2

1

-

=

k

．

∴所求直线方程为
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方法二：设直线与椭圆交点
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∴所求直线方程为
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方法三：设所求直线与椭圆的一个交点为
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在方程①－②的图形
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∴所求直线方程为
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说明：直线与圆锥曲线的位置关系是高考重点考查的解析几何问题，“设而不求”的方法是处理此类问题的有效方法．若已知焦点是
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所得弦中点的横坐标是4，则如何求椭圆方程？
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