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高考数学总复习第二讲：分类讨论
分类又称逻辑划分．分类讨论即是一种数学思维方法，也是一种重要的解题策略，常常能起到简化问题、解决问题的作用． 
    数字的解题过程，实质是一个变形过程，往往需要一些条件的限制，从而引起分类讨论． 
    分类讨论的关键问题就是：对哪个变量分类，如何分类． 
    分类的原则：由分类的定义，分类应满足下列要求： 
    （1） 保证各类对象即不重复又不遗漏． 
    （2） 每次分类必须保持同一分类标准． 
    应用分类讨论解决数学问题的一步骤： 
    （1） 确定讨论对象和需要分类的全集．（2）确定分类标准（3）确定分类方法（4）逐项进行讨论（5）归纳小结 
    应该注意的是，在运用时，不要盲目或机械地进行分类讨论，有的题目虽然含有分类因素，但不要急于分类讨论，要首先对问题作深入的研究，充分挖掘题目的已知量与未知量之间的关系，寻求正确的解题策略，则可以简化分类讨论的步骤或避免不必要的分类讨论，使解题更简单． 
一、例题分析

例1：求函数求[image: image118.png]


 的值域． 
 分析：根据绝对值的定义 
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    及题设中函数的表达式可知，要分别对绝对值号中的sinx,cosx,tgx,ctgx按照其大于零，小于零（不能为零）来讨论，以去掉绝对值号．而决定三角函数值正负的因素是角x所在的象限，故按角x的终边所在的象限为分类标准，进行分类讨论： 
    解 （1）角x在第一象限时， 
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    （2） 角x在第二象限时， 
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    （3） 角x在第三象限时， 
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    （4） 角x在第四象限时， 
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    综上所述：函数的值域{4，0，-2} 
      说明：数学中的概念有些是含有不同种类的，当题目涉及这样的概念时，必须按给出概念的分类方式进行分类讨论，才能使解答完整无误． 
    例2，已知扇形的圆心角为60°，半径为5cm，求这个扇形的内接长方形的最大面积．图 
    解：如图一，内接长方形CDEF的面积为：S=ED·EF ， ED=OE·sinθ=5sinθ 
在△EFO中，运用正弦定理，得[image: image7.png]EF ___CE
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        如图二．取 [image: image11.png]


的中点M，连接OM分扇形为两个小扇形，在这二个小扇形中，各有原内接长方形的一半，∴内接长方形的面积为一个小扇形中内接长方形面积的2倍． 
    即 
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       再比较S大与S大′的大小 
    [image: image14.png]T - JT) >0
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  综上，所求扇形的最大内接长方形的面积为[image: image16.png]


 ． 
    说明：本题是由图形的位置及形状不能确定引起的分类讨论，其原因在于扇形内接长方形相对于扇形的位置不确定，故而求出两种位置下的面积而后判断最大为多少． 
    例3 已知直角坐标平面上点Q（2，0）和圆C，x2+y2=1，动点M到圆C的切线长与|MQ|的比等于常数[image: image117.png]


λ（λ＞0）求动点M的轨迹方程，说明它表示什么曲线． 

  解 如图，设直线MN切圆O于N，则动点M组成的集合是 
    P={M||MN|=λ|MQ|}(其中λ>0) 
      ∵圆半径|ON|=1，∴|MN|2=|MO|2-|ON|2=|MO|2-1 
      设点M的坐标为（x，y），则 
    [image: image17.png]


 
    整理得：[image: image18.png](=D +yh) —dlx+ (14427





检验，坐标适合这个方程的点都属于集合P，故这个方程为所求的轨迹方程． 
    当λ=1时，方程化为[image: image19.png]o



 ，它表示一条直线，该直线与x轴垂直且交x轴于点[image: image20.png]


 
    当λ≠1时，方程化为[image: image21.png]2
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    它表示圆，该圆圆心的坐标为[image: image22.png]


 ，半径为[image: image23.png]N
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    说明：本题在求出轨迹方程之后，在判定为何曲线时，因参数引起了分类讨论：一些问题中的数学表达式中因含有会导致不同结论的参数，从而需对参数分情况讨论为，求得问题的结果． 
    例4 已知a＞1，解关于x的不等式： 
    [image: image24.png]2log ,(x = 1) >log [1+a(x - 2)]



 
 解：原不等式[image: image25.png]{mgﬂ(x—l)’ > log ,[1+a(x-2)]
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    （i）当1＜a＜2时，由①得：x＜a或x＞2 
        ∵[image: image28.png]
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    （ii）当a=2时，由①得x≠2，由③得[image: image33.png]


 
    ∴解集为[image: image34.png]{x
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    （iii）当a＞2时，由①得， x＜2或x＞a 
       ∵[image: image35.png]1<2-1¢a
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    说明：本题中参数a，在求解集过程中，不同的取值，影响解集，故而要分类讨论，这是变形所需． 
    例5 某城市用水收费方法是：水费=基本费+超额费+排污费，若每月水量不超过最低限量am3时，只付基本费8元和每户每定额排污费c元；若用水量超过am3时，除了付给同上的基本费和排污费外，超过部分每方米付b元的超额费．已知每户每月的排污费不超过4元，该市一家庭今年第一季度的用水量和支付费用如下表所示： 
    解：设每月用水量为xm3，支付费用为y元． 
    则[image: image37.png](y=8+c 0<x<a
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	月份 
	用水量（m3） 
	水费（元） 

	1 
	8 
	9 

	2 
	15 
	19 

	3 
	13 
	15 


       由题意知0＜c≤4，8+c≤12． 
    故第2、3月份用水量15 am3,13 am3大于最低用水限量am3 
        将[image: image38.png]


 分别代入[image: image39.png]y=8+b(x-a)+c



 中，得 
    [image: image40.png]19=8+5(15-a)+c g
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 ① 
        再分析1月份用水量是否超过最低限量am3 
        不妨设8＞a， 
    将[image: image41.png]=8
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 中，得 
    9=8+2（8–a）+c, 
       得2a=c+15 ② 
        ∴1月份用水量不超过最低限量． 
    又∵y=8+c 
       ∴9=8+c,c=1 
       ∴a=10,b=2,c=1 
说明：本题为实际应用问题，在解题过程中，隐含着分类讨论：a>8,a=8,a<8，根据条件，逐一讨论，使问题得以解决． 
    例6 设a＞0，且a≠1，解关于x的不等式： 
    [image: image42.png]pogﬁx—l\—\lognx—z <2



 
    解：原不等式[image: image43.png]& [elog, x-2|-fog, x-2[< 2



 
    当0＜a＜1时， 
    原不等式[image: image44.png]{x >a
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    或（Ⅱ）[image: image45.png]' <x<a,
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    或（Ⅲ）[image: image46.png]0<x<d
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    解不等式组（Ⅰ），得[image: image47.png]a<x<




 ； 
    解不等式组（Ⅱ），得[image: image48.png]


 
    解不等式组（Ⅲ），无解． 
    ∴原不等式的解集为[image: image49.png]


 
    当a＞1时， 
    原不等式[image: image50.png]


 
    （Ⅰ）[image: image51.png]0<x<a,
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    或（Ⅱ）[image: image52.png]a4 <x<d
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    或（Ⅲ）[image: image53.png]x2a’
(2log, x-2) ~(log, 1-2)< 2;



 
 解不等式组（Ⅰ），得[image: image54.png]<xla




 
    解不等式组（Ⅱ），得a≤x<a2； 
    不等式（Ⅲ）无解 
    ∴原不等式的解集是[image: image55.png]


 
    说明：本题在对a进行分类的过程中，又对x进行分类，以丢掉绝对值符号，是多次分类： 
    例7 设[image: image56.png]0<x<La>0,a=1



 ，比较[image: image57.png]fog , (1= x)|Sllog , (1+ )|



 的大小． 
    分析：本题可用比差法，但要对a进行分类讨论，而用商比较法，可以不再进行分类讨论，解起来简单了． 
    解∵0＜x＜1 
       ∴[image: image58.png]floz. -]
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         ∴[image: image60.png]flog , (1= 2)| > flog , (1 + )|



 
       说明：分类讨论的目的是为了解决问题，但要视情况而定，若能不分类即可把问题解决就不要分类讨论
二、习题练习

．1．已知不共面的三条直线a、b、c，a∥b∥c，过a作平面α，使b、c到α的距离相等，则满足条件的平面α有（    ） 
    （A）1个    （B）2个    （C）4个    （D）无数个 
    2．函数[image: image61.png]Jfx)=ax+b



 与它的反函数是同一函数的充要条件是（    ） 
    （A）a=1，b=0    (B) a=-1，b=0 
         (C)a=±1，b=0    （D）a=1，b=0 或a=-1，b∈R 
3．已知k是常数，若双曲线[image: image62.png]


 的焦距与k值R无关，则k的取值范围是（    ） 
    （A）-2＜k≤2   （B）k＞5 
       （C）-2＜k≤0    （D）0≤k＜2 
      4．已知数列{an}前n次之和Sn满足[image: image63.png]log (S, +1)=n+1



 ，则an=_________． 
    5．直线m过点P（-2，1），点A（-1，-2）到直线m的距离等于1，则直线m的方程为________． 
    6．根据实数k的不同取值，讨论直线y=k(x+1)与双曲线 
    [image: image64.png]


 的公共点个数． 
    7．已知数列{an}和函数[image: image65.png]f@ =axtaxt +




 当n为正偶数时，[image: image66.png]Fu-D=n



 ；当n为 正奇数时，[image: image67.png]


 ．求{an}的通项公式． 
    8．设a>0,a≠1，解关于x的不等式． 
    [image: image68.png]log,(1- 1) >1
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三、习题解答
    1．B）提示：两种情况：过a与b、c所确定平面平行，或过a与b、c所确定平面相交． 
    2．选（D），提示：[image: image69.png]Jfx)=ax+b



 的反函数为[image: image70.png]


 ，依题意 
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 由①得a=±1，当a=1时，b=0，当a= -1时，b∈R． 
    3．选（C）提示：表示双曲线，则[image: image73.png](k—5)(2- | k) <0,%k > 081,2< k<5



 ，此时，[image: image74.png]k=-5<0,M2- |k |-(k -5




 ，不合题意，当k≤0时，-2＜k≤0，此时，[image: image75.png]k-5<0



 ，则[image: image76.png]2-|k| (k-5



 ，与k无关． 
   4．[image: image77.png]


 提示：由[image: image78.png]log, (8, +1) =n +17Fa,




 且[image: image79.png]


 当n≥2时， 
    [image: image80.png]


 ，若[image: image81.png]


 ， 
    ∴[image: image82.png]


 
       5．4x+3y+5=0，或x=-2 提示：直线m的斜率不存在时，方程为x=-1，满足条件，当斜率存在时，设其方程为y-1=k(x+2)，由点到直线的距离公式，可得[image: image83.png]


 
    6．解：由[image: image84.png]=k(x+1)
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 消去y整理得[image: image85.png](1-4k*)x* -8k x - 4k* -4




 
    当[image: image86.png]


 时，[image: image87.png]1+



 ，此时直线[image: image88.png]1
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 分别与双曲线的渐近线平行，它仍分别与双曲线的一支交于一点 
    当[image: image89.png]1-4ik* =0



 时，[image: image90.png]A=16(1-3k")



 
    ∴当[image: image91.png]


 时，直线[image: image92.png]


 分别与双曲线只有一个公共点； 
    当[image: image93.png]—"f<k<“/rﬂk=+5



 时，直线与双曲线有两个公共点； 
    当[image: image94.png]k<—£§3§k>§
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 时，直线与双曲线无交点． 
    7．解 当n为正偶数时， 
    [image: image95.png]FuCD




 
    此时n-1为为正奇数，则[image: image96.png]


 
    ∴[image: image97.png]“(n-T)+a, =n



    ∴[image: image98.png]


 
       当n为正奇数时，（n＞1） 
    [image: image99.png]FuCD
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   此时n-1为为正偶数，则[image: image100.png]@y ta; —agta, -
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    ∴[image: image101.png]


 ，解得[image: image102.png]



    而当n=1时，由已知得[image: image103.png]


 ∴[image: image104.png]


 
       故数列[image: image105.png]


 的通项公式为[image: image106.png]



    8．解：原不等式[image: image107.png]S log,(1-1) >log,a
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    当[image: image108.png]0<a<18,0<1-a <1,




 
    原不等式[image: image109.png]so0c1-Lea
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    ∴原不等式的解集是[image: image111.png]RETE
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 ； 
    当[image: image112.png]


 
    原不等式[image: image113.png]


 
    [image: image114.png]


 
    ∴原不等式的解集为[image: image115.png]
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